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磁流体动力学的理论

⚫ Alfvén发展的磁流体力学波理论奠定了空间等
离子体物理的基础。Alfvén开拓了磁流体动力
学的研究领域。他首先意识到等离子体是宇宙
中比固态、液态或气态更为普遍的物质状态。

⚫ 1942年，他在太阳黑子的研究中发现了太阳
中电离气体的磁流体力学波，即阿尔芬波。
Alfvén关于磁流体动力学的研究对于受控热核
聚变研究，超音速飞行，外空推进器动力及飞
行器再入地球大气圈时的制动都起着非常重要
的作用。

Hannes O. G. Alfvén

(1908-1995) ， 1970 年因
在磁流体动力学上的发
现及其在等离子体物理
中的应用获诺贝尔物理
学奖。
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地球电离层和电波传播

⚫ 1901年，Marconi第一次完成了从英到美的长距离
无线电通讯实验，有人认为地球80km以上大气导电，
得以反射无线电波。

⚫ 1925年，Appleton在英国，Breit和Tuve在美国分别
通过垂直向上发射无线电波并接收到了发射回波，
确认了电离层的存在。1929年引入“电离层”名词，
还发现电离层具有分层结构。

⚫ 1931年，Chapman从理论上导出太阳辐射强度、大
气成分分布和电离层产生率之间的定量关系，为电
离层形成机制奠定了理论基础。

——王水，空间物理学的回顾和展望，2001

Edward V.  Appleton

(1892-1965)，1945年因
发现电离层F层并发展
了电离层中电波传播的
理论获诺贝尔物理学奖。
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等离子体不稳定性
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⚫ 等离子体平衡一般指力学平衡，故平衡方程可有时间无关的解。但若等离子
体不处于热力学平衡态，例如其宏观参量及磁场空间非均匀，或带电粒子非
Maxwell分布，则其力学平衡就是一种不稳定或亚稳态的平衡。

⚫ 由于等离子体具有过剩的自由能，也即具有驱动不稳定性的源，则偏离力学
平衡的小扰动就有可能导致不稳定性，通过释放体系的自由能，使其更接近
真实的热力学平衡。

⚫ 等离子体中若出现某种扰动，且扰动强度随时间而增长，则称等离子体具有
不稳定性。不稳定性有时会导致破裂。绝大多数不稳定性伴随着波和其它等
离子体振荡的自然（线性）模，尽管有些模仅仅起因于非线性效应。

——《等离子体物理学》，李定、陈银华、马锦秀、杨维纮编著， 
高等教育出版社，2006。
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等离子体不稳定性

6

➢ 微观不稳定性（Microinstability）：由速度空间的各向异性所驱动，涉及到等离子
体在速度空间的变化，对输运过程会产生影响，但一般不会引起位形空间的大尺度
扰动，通常必须用等离子体动理学来描述。

➢ 宏观不稳定性（Macroinstability）：由等离子体宏观参量的非均匀性所驱动，只涉
及等离子体在位形空间中的运动，扰动频率低，扰动尺度大，通常可以用磁流体力
学来描述。例如，密度梯度会导致 Rayleigh-Taylor 不稳定性，压强梯度会导致交换
模（气球模）不稳定性，速度梯度会导致 Kelvin–Helmholtz 不稳定性，电流密度梯
度会导致撕裂模不稳定性等等。

➢ 研究磁流体力学不稳定性的方法通常采用直观分析(intuitive method)，简正模分析 
(normal mode analysis)和能量原理 (energy principle) 等分析方法。
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不稳定性的研究方法——直观分析方法
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1. 直观分析方法是给平衡位形以某种扰动，分析作用于等离子体上的力的变化。

➢ 如果扰动引起的作用力使起始扰动向增大的方向发展，则等离子体是不稳定

的；

➢ 反之若扰动引起的作用力指向使起始扰动减小的方向，则等离子体是稳定的。

➢ 这种方法能够帮助人们直观地了解宏观不稳定性产生的物理机制，为进一步

进行物理分析提供基础，但很难给出不稳定性的增长率。
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不稳定性的研究方法——简正模分析
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2. 简正模分析是将不稳定性的增长或波的振荡作为本征值问题来处理的一种方
法。将随时间变化的扰动量表示成傅立叶分量的形式，带入到线性化的磁流
体力学方程之中，对扰动变量的增长率或时间演化进行分析。

➢ 对于不考虑空间变化的局域模，可得到色散关系，若解出所有简正模式的频
率均为实数，则所有扰动变量将做简谐振荡，等离子体是稳定的；若至少有
一个简正模式的频率有正虚部，则该扰动模式将随时间增长，等离子体系统
是不稳定的。

➢ 对于考虑了空间变化的非局域模来说，可得到描述扰动量空间变化的微分方
程，此时必须考虑边界条件，通过求解微分方程导出扰动变量的增长率。

➢ 这种方法的优点是可得到不稳定性增长率的解析表达式，但对于复杂的磁场
位形往往很难求解。
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不稳定性的研究方法——能量原理
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3. 能量原理是根据力学的普遍原理，考察系统位能是否处于极小来判断稳定性
的一种方法。其基本思想就是通过研究偏离平衡位形的小扰动所引起的系统
位能的变化来确定等离子体体系的稳定性。

➢ 如果对于所有可能的偏离平衡的位移扰动，系统的位能增加，则等离子体体
系是稳定的。

➢ 如果对于某一种位移扰动，系统的位能减少，则等离子体体系是不稳定的。

➢ 这种方法的优点是对于复杂的磁场位形有可能判断等离子体体系的稳定性，
但往往导出的是充分条件而非必要条件，而且不能给出不稳定性的增长率。
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描写流体运动的方法——拉格朗日方法
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⚫ 拉格朗日方法（随体法）：

➢ 在拉格朗日方法中，着眼点是流体质点，确定所有流体质点的运动规律，即它们
的位置随时间变化的规律。十分明显，如果知道了所有流体质点的运动规律，那
么整个流体运动的状况也就清楚了。

➢ 通常利用初始时刻流体质点的坐标作为区分不同流体质点的标志。设初始时刻
𝑡 = 𝑡0时，流体质点的坐标是𝑎, 𝑏, 𝑐 ，它可以是曲线坐标，也可以是直角坐标，
重要的是给流体质点以标号而不在于采取什么具体的方式。我们约定采用𝑎, 𝑏, 𝑐
的组合来区别流体质点，于是流体质点的运动规律可表为下列矢量形式：

𝒓 = 𝒓(𝑡; 𝑎, 𝑏, 𝑐)

➢ 其中r是流体质点的矢径。变数𝑡; 𝑎, 𝑏, 𝑐称为拉格朗日变数。如果固定𝑎, 𝑏, 𝑐而令
𝑡改变，则得某一流体质点的运动规律。在拉格朗日观点中，矢径函数r的定义区
域不是场，因为它不是空间坐标的函数，而是质点标号的函数。
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描写流体运动的方法——拉格朗日方法(续)
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➢ 为了得到确定流体质点的速度𝒖, 只要将矢径对𝑡微分而把坐标𝑎, 𝑏, 𝑐当作常数就
可以了，即

𝒖 =
𝜕𝒓

𝜕𝑡
=

𝜕𝒓(𝑡; 𝑎, 𝑏, 𝑐)

𝜕𝑡

➢ 类似地，可以得到确定流体质点的加速度：

ሶ𝒖 =
𝜕2𝒓

𝜕𝑡2
=

𝜕2𝒓(𝑡; 𝑎, 𝑏, 𝑐)

𝜕𝑡2

➢ 式中，如给𝑎, 𝑏, 𝑐以不同的值而令𝑡不变，则得到在确定时刻𝑡流体质点的速度和
加速度分布；特别是，若𝑡 = 𝑡0而𝑎, 𝑏, 𝑐可以改变，则可得流体质点的起始速度和
加速度分布。
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描写流体运动的方法——欧拉方法
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⚫ 欧拉方法（当地法）：

➢ 欧拉方法不直接考虑个别流体质点如何运动，而是用场的观点研究流体运动。它
只聚焦于发生在空间给定点的流动情况；对于流体质点从何处来和如何在时刻 𝑡 
达到这一点，然后到何处去和怎样去，从欧拉方法观点看来并不是基本的。这样，
欧拉方法是把空间某一固定点 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 的流体质点的速度当作时间的函数来研究
的；显然，这个速度也是坐标 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 的函数，是速度场。因此，

𝒖 = 𝒖 𝑡; r ; r = (𝑥, 𝑦, 𝑧)

➢ 变数 𝑡; 𝑥, 𝑦, 𝑧 称为欧拉变数。若固定 𝑥, 𝑦, 𝑧 而令𝑡改变，则得到不同时刻经过确
定空间点的不同流体质点的速度；若固定 𝑡 而令𝑥, 𝑦, 𝑧 改变，则可得到对于确定
时刻空间中流体质点的速度分布。

➢ 采用欧拉观点描述运动时，可利用场论的知识。若场内函数不依赖矢径 r 则称之
为均匀场，反之称之为非均匀场；若场内函数不依赖时间则称为定常场，反之称
为非定常场。
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描写流体运动的方法——欧拉方法(续)
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⚫ 当求流体质点的加速度时，要从两个不同观点来考虑这个问题。

➢ 当不同流体质点经过空间中给定点时，该点的速度怎样随时间变化？将 𝒖 = 𝒖 𝑡; r

对时间偏微商即可， Τ𝜕𝒖 𝜕𝑡 为局地微商。

⚫ 在给定时刻经过空间中(𝑥, 𝑦, 𝑧)点时，流体质点的加速度怎么算？此时坐标(𝑥, 𝑦, 𝑧)

就应视为可变的，因在无限小的时间间隔中，所考虑的流体质点正在从(𝑥, 𝑦, 𝑧)点
进入到新位置。由于运动点本身的坐标是时间的函数，因此𝒖 = 𝒖 𝑡; r 对时间的微
商为流体质点的加速度

𝑑𝒖

𝑑𝑡
=

𝜕𝒖

𝜕𝑡
+

𝜕𝒖

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝒖

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+

𝜕𝒖

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡

𝜕𝒖

𝜕𝑡
=

𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ (𝒖 ⋅ 𝛻)𝒖

⚫ Τ𝑑𝒖 𝑑𝑡是沿着流体质点的轨道计算的，因此称为随体微商。(𝒖 ⋅ 𝛻)𝒖 是速度对时间
的迁移微商，表示速度由于该流体质点在空间位移而产生的变化。即在给定时刻
经过空间中指定点的流体质点的加速度，是由该点的速度矢量的局地改变与流体
质点运行时的速度矢量的迁移改变之和来决定的。
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流体力学描述
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⚫ 在研究等离子体的宏观运动时，若等离子体的密度较大，粒子间碰撞频繁，
通常可以近似地把它当作磁流体来处理。

⚫ 这种模型适合于缓慢变化的等离子体现象。所谓缓慢变化是指等离子体的
特征长度（在此长度内等离子体参数产生显著变化）远大于等离子体粒子
的平均自由程（比如说，离子回旋半径）；等离子体的特征时间（在此时
间内等离子体参数产生显著变化）远大于等离子体粒子的平均碰撞时间
（比如说，离子回旋周期）。

⚫ 在这种情况下，等离子体可以近似地看作处于局部热平衡状态，因而可以
像通常的流体力学中那样定义流体的速度、压强、密度、温度等流体力学
及热力学参量，并用这些宏观参量来描述等离子体的宏观运动。
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流体力学描述(续)
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⚫ 磁流体中产生的现象的特点是，除了具有一般流体中的重力、压强、粘滞力等作用
外，还有电磁力起很大作用。当磁流体在磁场中运动时，将感应出电场，产生感应
电流。这个电流一方面与磁场相互作用，产生洛伦茨力，改变流体的运动，另一方
面又引起原有磁场的改变。因此，磁流体的运动比通常流体复杂得多。研究磁流体
在电磁场中运动规律的学科称为磁流体力学 (Magnetohydrodynamics)。

➢ 单流体描述（磁流体力学描述）：如果不需要区别离子流体和电子流体的运动，通
常用磁流体力学方程组描述。

➢ 双流体描述：如果离子流体和电子流体的运动需要单独刻画，用双流体力学方程组
描述。

➢ 多流体描述：如果除离子和电子而外，需要包括杂质、尘埃或高能量粒子等，用多
流体力学方程组描述。
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举例：导出连续性方程
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⚫ 体积为V的流体的总质量为׬𝑉
𝜌 𝑑𝑉，从这个体积里流出来的质量流是׬Σ

𝜌𝒖 ∙ 𝑑𝑆，这
里𝜌为流体密度，𝛴为体积V的封闭曲面。根据质量守恒定律，V中的流体质量的变
化率恒等于通过𝛴流出的质量流，再利用高斯定理，则有

𝜕

𝜕𝑡
න

𝑉

𝜌 𝑑𝑉 = − න
Σ

𝜌𝒖 ∙ 𝑑𝑆 = − න
𝑉

𝛻 ∙ (𝜌𝒖) 𝑑𝑉

⚫ 由于体积V的任意性，立即可得连续性方程
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ (𝜌 𝒖) = 0

⚫ 对于定常流体（ Τ𝝏 𝝏𝒕 = 𝟎），则连续性方程变成

𝛻 ⋅ (𝜌 𝒖) = 0

⚫ 对于不可压缩流体（ Τ𝒅𝜌 𝝏𝒕 = 𝟎），则有

𝛻 ⋅ 𝒖 = 0



李定 20250708_14:00-17:50 科大3教103, 合肥

波尔兹曼方程
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⚫ 其中F是作用在粒子上的力，在等离子体中主要是电磁力，𝜵 = Τ𝜕 𝜕𝒓 是坐
标空间的梯度算符， Τ𝜕 𝜕𝒗 是速度空间的梯度算符。由于分布函数代表相
空间的粒子数密度，

⚫ 方程左边各项的物理意义如下：

➢ 第一项为当地导数，

➢ 第二项为坐标空间的随流导数，

➢ 第三项为速度空间的随流导数 ( Τ𝑭 𝒎为加速度，与坐标空间随流导数相似)。

⚫ 方程的右边代表碰撞引起分布函数的变化率。

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝒗 ⋅ 𝛻𝑓 +

𝑭

𝑚
⋅

𝜕𝑓

𝜕𝒗
=

𝜕𝑓

𝜕𝑡
𝑐
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由矩方程可得MHD方程
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⚫设类粒子的一个物理量Ψ𝛼 (𝑟, 𝐯𝛼 , 𝑡)在速度空间的平均值为

Ψ𝛼 = ൙න Ψ𝛼𝑓𝛼 𝑑𝐯𝛼 න 𝑓𝛼 𝑑𝐯𝛼 =
1

𝑛𝛼
න Ψ𝛼𝑓𝛼 𝑑𝐯𝛼

න
𝜕𝑓𝛼

𝜕𝑡
+ 𝐯𝛼 ∙

𝜕𝑓𝛼

𝜕𝐫
+

𝑞α

𝑚α
𝐄 + 𝐯 × 𝐁 ∙

𝜕𝑓𝛼

𝜕𝐯
𝑑𝐯𝛼 = න Ψ𝛼𝑓𝛼 𝑑𝐯𝛼

⚫ 将 Ψ𝛼 = 𝑚𝛼, 𝑚𝛼𝐯𝛼， 𝑚𝛼𝐯𝛼
2/2 代入上面的方程并对求和，可得连续性方程、动量方

程和能量方程
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ (𝜌 𝒖) = 0

𝜌
𝑑𝒖

𝑑𝑡
= 𝛻 ⋅ 𝑷 + 𝒋 × 𝑩

𝜌
𝑑

𝑑𝑡
𝜀 +

𝒖2

2
= 𝛻 ⋅ (𝑷 ⋅ 𝒖) + 𝑬 ⋅ 𝒋 − 𝛻 ⋅ 𝒒
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磁流体力学方程组
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连续性方程
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ (𝜌 𝒖) = 0

运动方程 𝜌
𝑑𝒖

𝑑𝑡
= 𝛻 ⋅ 𝑷 + 𝒋 × 𝑩

能量方程 𝜌
𝑑

𝑑𝑡
𝜀 +

𝒖2

2
= 𝛻 ⋅ (𝑷 ⋅ 𝒖) + 𝑬 ⋅ 𝒋 − 𝛻 ⋅ 𝒒

状态方程 )𝑝 = 𝑝(𝜌, 𝑇

麦克斯韦方程
𝜕𝑩

𝜕𝑡
= −𝛻 × 𝑬

𝒋 =
1

𝜇0
𝛻 × 𝑩

𝛻 ⋅ 𝑩 = 0
欧姆定律 )𝒋 = 𝜎(𝑬 + 𝒖 × 𝑩

⚫ 其中 𝜌 = σ𝛼 𝑚𝛼𝑛𝛼，𝒖 = σ𝛼 𝑚𝛼𝑛𝛼𝒖𝛼/𝜌、𝒋 = σ𝛼 𝑒𝛼𝑛𝛼𝒖𝛼、𝑝 = σ𝛼 𝑝𝛼。
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磁流体力学方程组

20

⚫ MHD方程中 𝑷为应力张量，

𝑷 = 2𝜂𝑺 − 𝑝 +
2

3
𝜂𝛻 ⋅ 𝒖 − 𝜂′𝛻 ⋅ 𝒖 𝑰

⚫ 其中 𝜂 为粘滞系数,取决于流体的物理性质和温度， 𝜂′ 为第二粘滞系数，源于流
体的可压缩性。I为单位张量, 𝑺 为变形速度张量

𝑺 =

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥

1

2

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑦

1

2

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑧

1

2

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑦

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦

1

2

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑧

1

2

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑧

1

2

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

⚫ 𝒒 = −𝜅𝛻𝑇 为热流。
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理想磁流体力学方程组
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连续性方程
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ (𝜌 𝒖) = 0

运动方程 𝜌
𝑑𝒖

𝑑𝑡
= 𝛻 ⋅ 𝑷 + 𝒋 × 𝑩

状态方程 )𝑝 = 𝑝(𝜌, 𝑇

麦克斯韦方程
𝜕𝑩

𝜕𝑡
= −𝛻 × 𝑬

𝒋 =
1

𝜇0
𝛻 × 𝑩

𝛻 ⋅ 𝑩 = 0
欧姆定律 𝑬 + 𝒖 × 𝑩 = 𝟎

⚫ 其中 𝜌 = σ𝛼 𝑚𝛼𝑛𝛼，𝒖 = σ𝛼 𝑚𝛼𝑛𝛼𝒖𝛼/𝜌、𝒋 = σ𝛼 𝑒𝛼𝑛𝛼𝒖𝛼、𝑝 = σ𝛼 𝑝𝛼。
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双流体力学方程组
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⚫ 当所描述的等离子体波频率较高波长较短时，电子仍能很好地响应波的电磁场的
变化，但是离子由于惯性大，往往有滞后效应。等离子体中会出现空间电流和电
荷，此时需要采用双流体力学方程组来描述。𝑴𝛼𝛽为两种流体间碰撞引起的动量
变化率， 𝑴𝑒𝑖 = −𝑴𝑖𝑒。

连续性方程
𝜕𝑛𝛼

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ (𝑛𝛼𝒖𝛼) = 0

运动方程

麦克斯韦方程

𝑚𝛼𝑛𝛼
𝑑𝒖𝛼
𝑑𝑡

= −𝛻𝑝𝛼 + 𝑛𝛼𝑞𝛼 𝐸 + 𝒖𝛼 × 𝑩 + 𝑴𝛼𝛽

𝛻 ∙ 𝐄 =
1
𝜀0

σ𝛼 𝑛𝛼𝑞𝛼

𝛻 × 𝐵 = 𝜀0𝜇0
𝜕𝑬
𝜕𝑡

+ 𝜇0 σ𝛼 𝑛𝛼𝑞𝛼 𝒖𝛼

𝛻 × 𝑬 = −
𝜕𝑩
𝜕𝑡

𝛻 ∙ 𝑩 = 𝟎
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广义欧姆定律
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⚫ 利用双流体力学方程组，可导出广义欧姆定律的一般形式为

𝒋 = 𝜎 (𝑬 + 𝒖 × 𝑩) −
1

𝑒𝑛
𝒋 × 𝑩 +

1

𝑒𝑛
𝛻𝑝𝑒

洛仑兹力   霍尔电动力   电子热压力

双流体的特性就是由这后两项表征出来的。

⚫ 若压强力与洛仑兹力有相同的量级，则这后两项也是同量级的。可比较洛仑兹力项
与左边的电流密度的量级关系：

∵
𝜎

𝑒𝑛
=

𝑒

𝑚𝑒𝜈𝑒𝑖
=

𝜔𝑐𝑒

𝐵𝜈𝑒𝑖
, ∴

𝜎(𝒋 × 𝑩)

𝑒𝑛𝒋
∼

𝜔𝑐𝑒

𝜈𝑒𝑖

⚫ 显然，当𝝎𝒄𝒆 ≪ 𝝂𝒆𝒊时，广义欧姆定律后两项可忽略不计，回到 𝒋 = 𝜎(𝑬 + 𝒖 × 𝑩)。

⚫ 当𝝎𝒄𝒆 ≫ 𝝂𝒆𝒊时，广义欧姆定律后两项将远大于电流密度 j。在垂直于电磁场的方向会
有一个霍尔电流。
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附：等离子体中的量级分析
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⚫ 等离子体中有很多不同量级的空间和时间特征尺度。

⚫ 例如空间特征长度有朗道长度、德拜半径、电子回旋半径、离子回旋半径、
装置的尺寸等等。

⚫ 例如时间特征尺度有阿尔芬时间、电阻扩散时间、能量约束时间、振荡周
期、平均碰撞时间等等。

⚫ 尽管等离子体参数空间很大，时空特征尺度的绝对值可相差甚远，但一些
特征尺度之间的相对量级关系可比。建立物理模型时，量级分析往往是解
决问题的关键。

⚫ 在此意义上可以理解，为何等离子体的描述方法几乎放之四海而皆准，适
用于参数空间如此广阔的等离子体。
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磁感应方程
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⚫ 从 Maxwell 方程和 Ohm 定律可以导出磁感应方程：
𝜕𝑩

𝜕𝑡
= 𝛻 × (𝒖 × 𝑩) +

𝜂

𝜇0
𝛻2𝑩

                                                           对流项     磁扩散项

     这里 𝜂 称为电阻率，𝜂/𝜇0 = 𝜂𝑚称为磁粘滞系数或磁扩散系数。

⚫ 磁场在导电流体中的运动性质显著地依赖于该两项的比值
|𝛻 × (𝒖 × 𝑩)|

|𝜂𝑚𝛻2𝑩|
≈

|𝒖 × 𝑩|

|𝜂𝑚𝛻 × 𝑩|
≈

𝑈𝐵

𝜂𝑚𝐵𝐿−1 =
𝑈𝐿

𝜂𝑚

这里 𝑳 是磁场的空间特征长度，𝑼 为流体运动的特征速度。

⚫ 类似于流体力学中的雷诺数，定义磁雷诺数为

𝑅𝑚 =
𝑈𝐿

𝜂𝑚
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磁扩散效应
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⚫ 当 𝑹𝒎 ≪ 𝟏，磁感应方程变成磁扩散方程
𝜕𝑩

𝜕𝑡
=

𝜂

𝜇0
𝛻2𝑩

⚫ 可得磁场渗透深度 L 所必须的电阻扩散时间（也叫磁扩散时间或磁场渗透的趋肤
时间）𝝉𝒎 为

𝜏𝑚 =
𝜇0𝐿2

𝜂
= 𝜇0𝜎𝐿2

⚫ 由于有电阻，磁力线可以相对于导电流体运动，磁场从磁场强度大的区域向磁场
强度小的区域扩散，电阻率越大，磁场扩散得就越快，反之磁场扩散得就越慢。
如果是 𝜎 = ∞ 的理想导体，则磁场就不扩散。

⚫ 对于有限电导率的流体，在 𝜏 时间内磁场渗透到介质里的趋肤深度为

𝛥𝑙𝑚 = 𝜂𝜏/𝜇0 = 𝜏/𝜇0𝜎
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磁冻结效应
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⚫ 当 𝑹𝒎 ≫ 𝟏，磁感应方程变成冻结方程

𝜕𝑩

𝜕𝑡
= 𝛻 × (𝒖 × 𝑩)

⚫ 它在形式上和无粘滞不可压缩流体中涡旋𝝎满足的方程相同。后者的意义是涡旋
粘附于流体质元上随其一起运动。

⚫ 可见，冻结方程的意义是磁场的变化如同磁力线粘附于流体质元上，或磁力线被
“冻结”在导电流体中一样。

⚫ 物理解释：当理想导电流体在磁场中运动时，将引起感应电场𝑬′(设原来无电场)，
既然流体电导率 𝜎 → ∞，感应电场必须为零，否则要导致无穷大的电流。由于
𝑬′ = −𝐯′ × 𝑩 而 𝑬′ = 0，故有 𝐯′//𝑩，即导电流体相对于磁力线没有运动，就像磁
力线“冻结”在导电流体中一样。
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Rayleigh-Taylor不稳定性
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⚫ 流体中，当轻流体试图支撑其上的重流体以反抗重力时，系统势能处于较高位置，
系统存在向势能最低的稳态发展的趋势。此时若有小扰动，交界面就会出现波纹，
使得重流体向轻流体渗透，引起 Rayleigh-Taylor 不稳定性，如图所示。

⚫ Taylor于1950年明确地指出这种不稳定性现象，早在1900年，Rayleigh也在某种程
度上提及这个问题，因此这个不稳定性被称为 Rayleigh-Taylor (R-T) 不稳定性。

⚫ 在磁约束等离子体和空间等离子体中，在重力无关
紧要的情况下，若磁场梯度或磁场曲率产生的洛伦
兹力充当等效重力，则也会产生R-T不稳定性。

⚫ 在惯性约束等离子体中，由于靶丸中存在不同密度
的层面，抑制R-T不稳定性十分重要。如果磁场产
生的洛伦兹力与重力加速度的方向相反，则可能会
降低甚至抑制R-T不稳定性。

z

y

x

g

𝛻𝜌
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Rayleigh-Taylor不稳定性 (I)
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⚫ 物理模型I：最简单的流体力学模型

➢ 假定等离子体是不可压缩的，即𝜵 ⋅ 𝒖 = 𝟎，且
没有外加磁场，即 𝐁0 = 0，则理想MHD方程
组可以简化为

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝒖 ⋅ 𝛻𝜌 = 0

𝜌
𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ (𝒖 ⋅ 𝛻)𝒖 = −𝛻𝑝 − 𝜌𝒈

➢ 为简化起见，考虑等离子体仅在 z 方向不均匀，
等离子体密度梯度在 z 方向，而重力场指向负
z 方向。 𝑧 = 0, ℎ 处为导体壁。

➢ 也不考虑平衡流，即 𝒖0 = 0。

z

y

x

g

𝛻𝜌

h

0
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Rayleigh-Taylor不稳定性 (I)
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⚫ 微扰方法：设每一个变量均为平衡量和扰动量的叠加，即

𝑓 = 𝑓0 + 𝑓1 + 𝑓2 + ⋯ (𝜀~ Τ𝑓1 𝑓0 ~ Τ𝑓2 𝑓1 ≪ 1)

⚫ 代入MHD方程可得到关于各阶扰动的微分方程。

⚫ 连续性方程

𝜕

𝜕𝑡
𝜌0 + 𝜌1 + 𝜌2 + ⋯ + 𝒖0 + 𝒖1 + 𝒖2 + ⋯ ⋅ 𝛻 𝜌0 + 𝜌1 + 𝜌2 + ⋯ = 0

𝜀0:
𝜕𝜌0

𝜕𝑡
+ 𝒖0 ⋅ 𝛻𝜌0 = 0

𝜀:
𝜕𝜌1

𝜕𝑡
+ 𝒖1 ⋅ 𝛻𝜌0 = 0

𝜀2:
𝜕𝜌2

𝜕𝑡
+ 𝒖2 ⋅ 𝛻𝜌0 + 𝒖1 ⋅ 𝛻𝜌1 = 0
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Rayleigh-Taylor不稳定性 (I)
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⚫ 运动方程

𝜌0 + 𝜌1 + 𝜌2 + ⋯
𝜕

𝜕𝑡
𝒖0 + 𝒖1 + 𝒖2 + ⋯ + 𝒖0 + 𝒖1 + 𝒖2 + ⋯ ⋅ 𝛻 𝒖0 + 𝒖1 + 𝒖2 + ⋯

= −𝛻 𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝2 ⋯ − 𝜌0 + 𝜌1 + 𝜌2 + ⋯ 𝒈

𝜀0:
𝜕𝒖0

𝜕𝑡
= −𝛻𝑝0 − 𝜌0𝒈

𝜀:
𝜕𝒖1

𝜕𝑡
= −𝛻𝑝1 − 𝜌1𝒈

𝜀2: 𝜌0

𝜕𝒖2

𝜕𝑡
+ 𝜌1

𝜕𝒖1

𝜕𝑡
+ 𝜌0(𝒖1 ⋅ 𝛻)𝒖1 = −𝛻𝑝2 − 𝜌2𝒈

⚫线性化：就是略去二阶及以上的扰动量的过程，非线性项在此过程中被略去了。例
如 𝜌1 Τ𝜕𝒖1 𝜕𝑡 和 𝒖1 ⋅ 𝛻𝜌1 都是非线性项。
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Rayleigh-Taylor不稳定性 (I)
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⚫简正模方法，考察扰动形式为𝒇1 𝒓, 𝑡 = ሚ𝑓(𝒓) 𝒆𝒙𝒑[ 𝒊(𝒌 ⋅ 𝒓 − 𝝎 𝒕)的平面波解。因平面波
是最简单最基本的一种波，任意形式的扰动可看成是平面波的迭加，线性方程可使
用迭加原理。

⚫对于现在讨论的流体模型，设扰动形式为 𝑓1(𝑦, 𝑧, 𝑡) = ሚ𝑓(𝑧) 𝑒𝑥𝑝[ 𝑖(𝑘𝑦 − 𝜔 𝑡)]，则

Τ𝜕 𝜕𝑡 → −𝑖𝜔 , 𝛻 → 𝑖𝑘𝒆𝒚 + ( Τ𝑑 𝑑𝑧)𝒆𝒛

⚫且有 𝒖𝟏 = 𝒖𝟏𝒚𝒆𝒚 + 𝒖𝟏𝒛𝒆𝒛，则一阶扰动量方程组及不可压缩条件 𝛻 ⋅ 𝒖1 = 0 变成

𝜕𝜌1

𝜕𝑡
+ 𝒖1 ⋅ 𝛻𝜌0 = 0

𝜌0

𝜕𝒖1

𝜕𝑡
= −𝛻𝑝1 − 𝜌1𝒈

𝛻 ⋅ 𝒖1 = 0

−𝑖𝜔 ෤𝜌 +
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
෤𝑢𝑧 = 0 

𝑖𝜔 𝑖𝑘𝜌0 ෤𝑢𝑧 −
𝑑

𝑑𝑧
(𝜌0 ෤𝑢𝑦) = 𝑖𝑘𝑔 ෤𝜌

𝑖𝑘 ෤𝑢𝑦＋
𝑑 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧
= 0
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Rayleigh-Taylor不稳定性 (I)
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⚫ 上页的运动方程 𝑖𝜔 𝑖𝑘𝜌0 ෤𝑢𝑧 − Τ𝑑(𝜌0 ෤𝑢𝑦) 𝑑𝑧 = 𝑖𝑘𝑔 ෤𝜌 可以用两种方法导出：

1. 由运动方程的两个扰动分量式可得

2. R-T不稳定性主要是由密度梯度驱动的，压强对其不作贡献，所以远动方程中的压
强项不起作用。利用算符 𝒆𝑥 ⋅ 𝛻 × 作用于运动方程，由于 𝛻 × 𝛻𝑝1 = 0，方程变成

𝜌0

𝜕𝒖1

𝜕𝑡
= −𝛻𝑝1 − 𝜌1𝒈

−𝑖𝜔𝜌0 ෤𝑢𝑦 = −𝑖𝑘 ෤𝑝

−𝑖𝜔𝜌0 ෤𝑢𝑧 = −
𝑑 ෤𝑝

𝑑𝑧
− 𝑔 ෤𝜌

消去 ෤𝑝 
𝑖𝜔 𝑖𝑘𝜌0 ෤𝑢𝑧 −

𝑑

𝑑𝑧
(𝜌0 ෤𝑢𝑦) = 𝑖𝑘𝑔 ෤𝜌

𝒆𝑥 ⋅ 𝛻 × 𝜌0

𝜕𝒖1

𝜕𝑡
= −𝒆𝑥 ⋅ 𝛻 × 𝜌1𝒈 𝑖𝜔 𝑖𝑘𝜌0 ෤𝑢𝑧 −

𝑑

𝑑𝑧
(𝜌0 ෤𝑢𝑦) = 𝑖𝑘𝑔 ෤𝜌

将 𝐮1 和 𝜌1代入

𝒆𝑥 ⋅ 𝛻 × 𝐀 = Τ𝜕𝐴𝑧 𝜕𝑦 − Τ𝜕𝐴𝑦 𝜕𝑧



李定 20250708_14:00-17:50 科大3教103, 合肥

Rayleigh-Taylor不稳定性 (I)

35

⚫ 合并一阶扰动方程组之后可得到关于 ෤𝑢𝑧 的二阶微分方程：

𝑑

𝑑𝑧
𝜌0

𝑑 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧
− 𝑘2 𝜌0 +

𝑔

𝜔2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
෤𝑢𝑧 = 0

⚫此方程对于任意密度分布 𝜌0(𝑧) 难找到解析解。若取密度分布 𝜌0(𝑧) = 𝜌0(0) 𝑒𝑥𝑝( 𝑧/𝐿)，其
中 𝐿 = Τ𝜌0 𝜌0

′ 代表密度梯度标长，则此方程简化成常系数的微分方程：

𝑑2 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧2 +
1

𝐿

𝑑 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧
− 𝑘2 1 +

𝑔

𝐿𝜔2 ෤𝑢𝑧 = 0

⚫其特征方程为

𝑟2 +
1

𝐿
𝑟 − 𝑘2 1 +

𝑔

𝐿𝜔2
= 0

⚫特征根为

𝑟 = 𝛼 ± 𝑖𝛽, 𝛼 = −
1

2𝐿
, 𝛽 = ∓𝑖

1 + 4𝑘2𝐿2(1 + Τ𝑔 𝐿𝜔2)

2𝐿
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⚫ 方程的解为

 ෤𝑢𝑧 = 𝑒𝛼𝑧(𝐶1 cos 𝛽𝑧 + 𝐶2 sin 𝛽𝑧)

⚫  利用固定边条件 ෤𝑢𝑧 0 = 0，即 ෤𝑢𝑧 0 = 𝐶1 × 1 + 𝐶2 × 0 = 0，可得

𝐶1 = 0 ⇒ ෤𝑢𝑧(𝑧) = 𝐶2𝑒𝛼𝑧 sin 𝛽𝑧

⚫  利用固定边条件 ෤𝑢𝑧(ℎ) = 0，即 ෤𝑢𝑧(ℎ) = 𝐶2𝑒𝛼ℎ sin 𝛽ℎ = 0，可得

𝛽 =
𝑛𝜋

ℎ

⚫ 将 𝛽 的表达式代入 𝛽2 = Τ𝑛𝜋 ℎ 2，可得相应的本征值所应满足的关系式

𝑘2 1 +
𝑔

𝐿𝜔2
= −

1

4𝐿2
−

𝑛𝜋

ℎ

2
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⚫令 𝜔 = 𝑖𝛾，从上式可导出 R-T 不稳定性增长率为

𝛾 =
2ℎ𝑘 𝑔𝐿

4𝐿2(ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2) + ℎ2

⚫当 k 一定时，与其它 𝑛 > 1 的模相比，𝑛 = 1 的模增长
率最大

𝜕𝛾

𝜕𝑛
= −

8𝜋2ℎ𝑘𝐿2 𝑔𝐿𝑛

[4𝐿2(ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2) + ℎ2]
3
2

< 0

⚫说明当 k 增大，即波长变短时，增长率增大，因此波
长最短的模增长率最大

𝜕𝛾

𝜕𝑘
=

2ℎ 𝑔𝐿(4𝐿2𝑛2𝜋2 + ℎ2)

[4𝐿2(ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2) + ℎ2]3/2
> 0

0 2 4 6 8 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

n

0 2 4 6 8 10

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

k
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⚫对于波长在 y 方向的所有模，当波长同时远小于密度梯度标长 𝐿 和等离子体的几何
高度 ℎ 时，即 ℎ𝑘 ≫ 𝜋 和 𝑘𝐿 ≫ 1 时，增长率变成

𝛾 =
2ℎ𝑘 𝑔𝐿

4𝐿2(ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2) + ℎ2

𝛾 = (𝑔/𝐿)1/2

⚫ 其对应的时间尺度 𝛾−1 = (𝐿/𝑔)1/2 正好为自由落体下降高度为 L 的时间。

⚫ 假如密度标长或重力加速度其中之一的方向反过来，即等离子体密度增长与重力同
向，则 𝜔 的解是实的。这种情况下 本征模是稳定的，只是像扰动波在传播。

⚫ 在磁约束等离子体中，磁力线弯曲可看作等效重力的作用。在磁约束等离子体的边
界上，若磁力线处处凹向等离子体，则平衡位形是不稳定的，反之，若磁力线处处
凸向等离子体，则是稳定的，后者称之为磁阱。
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➢ 仍假定 𝛻𝜌 在 z 方向，𝒈 = −𝑔𝒆𝑧，𝒖0 = 0，𝑧 =

0, ℎ 处为导体壁。但有外加磁场 𝑩0 = 𝐵0𝑦(𝑧)𝒆𝑦，
则理想MHD方程组可简化为

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝒖 ⋅ 𝛻𝜌 = 0

𝜌
𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ (𝒖 ⋅ 𝛻)𝒖 = −𝛻𝑝 − 𝜌𝒈 +

1

𝜇0
𝛻 × 𝑩 × 𝑩

𝜕𝑩

𝜕𝑡
= 𝛻 × 𝒖 × 𝑩 , 𝛻 ⋅ 𝑩 = 0

z

y

x

𝐉 × 𝐁

g

𝛻𝜌

𝐁0

⚫ 物理模型II：考虑磁场的MHD模型

➢ 有平衡磁场时，根据欧姆定律和法拉第电磁感应定律，流体扰动会产生扰动电场，
感生出扰动磁场，从而导致扰动电流。扰动电流与平衡磁场形成的洛仑兹力若指向 z
方向，则会减弱甚至完全抑制R-T不稳定性的增长。

Wu, Zhang, Li, & Yang, CPL 21(10), 2004
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⚫一阶扰动量的微分方程组变成
𝜕𝜌1

𝜕𝑡
+ 𝒖1 ⋅ 𝛻𝜌0 = 0

𝜌0

𝜕𝒖1

𝜕𝑡
= −𝛻 𝑝 +

𝐵𝟎𝐵𝟏

𝜇0
+

1

𝜇0
𝑩𝟎 ∙ 𝛻 𝑩𝟏 +

1

𝜇0
𝑩𝟏 ∙ 𝛻 𝑩𝟎 − 𝜌1𝒈

𝛻 ⋅ 𝒖1 = 0

𝜕𝑩𝟏

𝜕𝑡
= 𝛻 × 𝒖1 × 𝑩𝟎

⚫ 当磁场为零时，方程组退回到物理模型I的情形

𝜕𝜌1

𝜕𝑡
+ 𝒖1 ⋅ 𝛻𝜌0 = 0

𝜌0

𝜕𝒖1

𝜕𝑡
= −∇𝑝 − 𝜌1𝒈

𝛻 ⋅ 𝒖1 = 0
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⚫仍设扰动形式为 𝑓1(𝑦, 𝑧, 𝑡) = ሚ𝑓(𝑧) 𝑒𝑥𝑝[ 𝑖(𝑘𝑦 − 𝜔 𝑡)]，则一阶扰动量方程组变成

−𝑖𝜔 ෤𝜌 +
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
෤𝑢𝑧 = 0

−𝑖𝜔 𝑖𝑘𝜌0 ෤𝑢𝑧 −
𝑑 𝜌0 ෤𝑢𝑦

𝑑𝑧
= −𝑖𝑘𝑔 ෤𝜌 −

1

𝜇0
𝑘2𝐵0𝑦

෨𝐵𝑧 + 𝑖𝑘
𝑑 𝐵0𝑦

෨𝐵𝑦

𝑑𝑧
+

𝑑

𝑑𝑧

𝑑𝐵0𝑦

𝑑𝑧
෨𝐵𝑧

𝑖𝑘 ෤𝑢𝑦＋
𝑑 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧
= 0

−𝑖𝜔 ෨𝐵𝑦 = 𝑖𝑘𝐵0𝑦 ෤𝑢𝑦 −
𝑑𝐵0𝑦

𝑑𝑧
෤𝑢𝑧

−𝜔 ෨𝐵𝑧 = 𝑘𝐵0𝑦 ෤𝑢𝑧
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⚫从上述方程组消去 ෤𝜌， ෤𝑢𝑦， ෨𝐵𝑦 和 ෨𝐵𝑧，可得

𝑑

𝑑𝑧
𝜌0

𝑑 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧
− 𝑘2 𝜌0 +

𝑔

𝜔2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
෤𝑢𝑧 = −

𝑘2

𝜇0𝜔2 𝑘2𝐵0𝑦
2 ෤𝑢𝑧 −

𝑑

𝑑𝑧
𝐵0𝑦

2
𝑑 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧

⚫当平衡磁场 𝐵0𝑦 = 0 时，此方程退回到物理模型 I 的情形。

⚫若设 𝜌0(𝑧) = 𝜌0(0) 𝑒𝑥𝑝( 𝑧/𝐿) 和 𝐵0𝑦(𝑧) = 𝐵0𝑦(0) 𝑒𝑥𝑝( 𝑧/2𝐿)，则方程简化成

1 −
𝑘2𝑢𝐴

2

𝜔2

𝑑2 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧2 +
1

𝐿

𝑑 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧
− 𝑘2 ෤𝑢𝑧 −

𝑘2𝑔

𝐿𝜔2 ෤𝑢𝑧 = 0

⚫ 此处  𝑢𝐴
2 = 𝐵0𝑦

2 (0)/𝜇0𝜌0(0)  为阿尔芬速度。类似地，可得到满足边界条件  ෤𝑢𝑧(0) =

෤𝑢𝑧(ℎ) = 0 的同样的本征解 

෤𝑢𝑧(𝑧) = 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑧

ℎ
𝑒𝑥𝑝 −

𝑧

2𝐿
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⚫ 但本征值所满足的关系式变成

𝑘2𝑔

𝐿𝜔2 = − 1 −
𝑘2𝑢𝐴

2

𝜔2

1

4𝐿2 +
𝑛𝜋

ℎ

2

+ 𝑘2

⚫ 相应地， Rayleigh-Taylor不稳定性的增长率变成

𝛾 = 𝑘
4ℎ2𝑔𝐿

4𝐿2 ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2 + ℎ2 − 𝑢𝐴
2

1/2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

B

𝑘 = 1

𝑘 = 10

⚫ 显然，与界面平行的磁场起着增稳作用，对短波的抑制作用更加明显。当磁场达到
一定的强度，例如

𝑢𝐴
2 ≥

4ℎ2𝑔𝐿

4𝐿2(ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2) + ℎ2

     时， R-T 不稳定性的增长可以被完全抑制。
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增长率随着密度梯度标长的变化趋势。 增长率随着扰动波数的变化趋势。

Wu, Zhang, Li, & Yang, CPL 21(10), 2004
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⚫ 物理模型III：考虑剪切流和剪切磁场的MHD模型

➢ 描述方程：理想MHD方程组

➢ 剪切磁场：𝑩0 = 𝐵0𝑦 𝑧 𝒆𝑦 + 𝐵0𝑧 𝑧 𝒆𝑧

➢ 剪切平衡流： 𝒖0 = 𝑢0𝑦 𝑧 𝒆𝑦 + 𝑢0𝑧 𝑧 𝒆𝑧

➢ 扰动速度：𝒖𝟏 = 𝒖𝟏𝒚𝒆𝒚 + 𝒖𝟏𝒛𝒆𝒛

➢ 扰动形式：𝑓1(𝑦, 𝑧, 𝑡) = ሚ𝑓(𝑧) 𝑒𝑥𝑝[ 𝑖(𝑘𝑦 − 𝜔 𝑡)]

➢ 边界条件： ෤𝑢𝑧(0) = ෤𝑢𝑧(ℎ) = 0 

➢ 附加条件： 𝛻 ⋅ 𝑩0 = 𝛻 ⋅ 𝑩1 = 𝛻 ⋅ 𝒖0 = 𝛻 ⋅ 𝒖1 = 𝟎

Zhang, Wu, & Li, PoP 12, 042106, 2005
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⚫ 类似地，可以导出扰动速度满足的微分方程

𝑑

𝑑𝑧
𝜌0 𝜔 − 𝑘𝑢0𝑦

2
−

𝑘2

𝜇0
𝐵0𝑦

2
𝑑

𝑑𝑧

෤𝑢𝑧

𝜔 − 𝑘𝑢0𝑦
= 𝑘2 𝜌0 𝜔 − 𝑘𝑢0𝑦

2
−

𝑘2

𝜇0
𝐵0𝑦

2 +
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
𝑔

෤𝑢𝑧

𝜔 − 𝑘𝑢0𝑦

⚫若 𝑢0𝑦 = 0，则退回到物理模型 II 描述的情形。若 𝑢0𝑦 = 𝐵0𝑦 = 0，则退回到物理模
型 I 描述的情形。

⚫对于一般情形解析求解很困难，此时可以分别讨论各种特殊情形。

⚫现在讨论一种最简单的平衡流(𝑢0𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.)的情形，若设 𝜌0(𝑧) = 𝜌0(0) 𝑒𝑥𝑝( 𝑧/𝐿) 和 
𝐵0𝑦(𝑧) = 𝐵0𝑦(0) 𝑒𝑥𝑝( 𝑧/2𝐿)，则方程简化成

1 −
𝑘2𝑢𝐴

2

𝜔 − 𝑘𝑢0𝑦
2

𝑑2 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧2 +
1

𝐿

𝑑 ෤𝑢𝑧

𝑑𝑧
− 𝑘2 ෤𝑢𝑧 −

𝑘2𝑔

𝐿 𝜔 − 𝑘𝑢0𝑦
2 ෤𝑢𝑧 = 0
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⚫ 类似地，可得到满足边界条件 ෤𝑢𝑧(0) = ෤𝑢𝑧(ℎ) = 0 的同样的本征解 

෤𝑢𝑧(𝑧) = 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑧

ℎ
𝑒𝑥𝑝 −

𝑧

2𝐿

⚫ 本征值所满足的关系式变成

𝑘2𝑔

𝐿 𝜔 − 𝑘𝑢𝑦0
2 = − 1 −

𝑘2𝑢𝐴
2

𝜔 − 𝑘𝑢𝑦0
2

1

4𝐿2 +
𝑛𝜋

ℎ

2

+ 𝑘2

⚫ 令 𝜔 = 𝜔𝑟 + 𝑖𝛾，则可得 

𝜔𝑟 = 𝑘𝑢0𝑦 , 𝛾 = 𝑘
4ℎ2𝑔𝐿

4𝐿2 ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2 + ℎ2
− 𝑢𝐴

2

1/2

⚫ 此时平衡流仅产生多普勒频移，磁场则起增稳作用。
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Rayleigh-Taylor不稳定性 (III)

48

⚫ 对于平衡磁场为零，剪切流为 𝑢0𝑦 𝑧 = 𝑢0𝑦0 + 𝑢0𝑦0
′ 𝑧 的情形，可得色散关系为

𝜔𝑟 = 𝑘𝑢0𝑦0 +
𝑘𝑢0𝑦0

′ 𝐿

4 4𝐿2 ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2 + ℎ2

𝛾 =

2ℎ𝑘𝐿 𝑔/𝐿 4𝐿2 ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2 + ℎ2 + (𝑢0𝑦0
′ 𝐿)2 ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2

4𝐿2 ℎ2𝑘2 + 𝑛2𝜋2 + ℎ2

⚫ 若 𝑢0𝑦0
′ > 0, 扰动的多普勒频移随着剪切流的增加而增大，若 𝑢0𝑦0

′ < 0, 则多普勒频
移随着剪切流绝对值的增加而减小。

⚫ 增长率仅与剪切流的平方相关，随着剪切流的增加而增大。这有点类似于激发了
Kelvin–Helmholtz不稳定性。
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Rayleigh-Taylor不稳定性 (III)
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撕裂模不稳定性

51

⚫ 撕裂模不稳定性（tearing instability）产生于有限等离子体电阻效应。

⚫ 在理想情况下，等离子体被冻结在磁面上，当磁场从非均匀趋向于均匀时，蕴藏在
特定磁场位形下的磁场的自由能就会释放出来，驱动出扭曲不稳定性，使得等离子
体系统趋向于磁能较低的状态。

⚫ 等离子体中有电阻耗散时，磁力线可断开和重联而形成所谓磁岛，等离子体系统可
达到的磁能有可能比理想状况下更低。所以，当扭曲不稳定性被抑制之后，磁场的
自由能仍有可能驱动出电阻撕裂模不稳定性。从这个意义上，可以说撕裂模不稳定
性是扭曲不稳定性在非理想状况下的翻版。

⚫ 撕裂模是等离子体物理和磁约束核聚变中最重要的MHD不稳定性之一。托卡马克放
电的整个过程与撕裂模密切相关。撕裂模引起的磁场重联不仅影响实验室等离子体
的约束和运输，而且在天体物理学和相关领域中起重要作用。因此，研究撕裂模的
线性增长和非线性演化有重要的物理意义。
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磁场重联：挖掘磁场能量

52

⚫ 磁场重联是等离子体物理学中的一个基本过
程，值得对其本身加以理解，且具有非常实
际的意义，对于我们控制热核等离子体以产
生聚变能和预测太空天气的能力至关重要。
例如，

➢ 在托卡马克等磁约束装置中，由于磁场重联
的不稳定因素之间的非线性相互作用，可能
会造成重大破坏，需要对其进行控制和缓解。

➢ 人们认为，产生风暴和亚暴的极端太空天气
事件至少部分是通过磁场重联来提供动力的。
这些事件可能会破坏或损坏电网，可能会对
通信网络造成重大干扰，损坏航天器，并对
宇航员构成危险。

对日冕物质抛射 (CME) 标准模
型的高分辨率MHD模拟，其中
大量物质从太阳中逸出。自发形
成薄电流片的不稳定性，显示了
等离子体的形成、重联流出、喷
射，直到电流片破裂，释放出较
大的气球状瓣。

——Plasma Sciences, 2020, NAP
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破裂不稳定性

53

⚫ 托卡马克中的大破裂是等离子体电流突然结束且失去约束的突发事件，是最
危险的宏观不稳定性之一。

——J. Wesson, 《Tokamak》

➢ 预前兆阶段：基本状态改变，等离子体电流或
密度增大。

➢ 前兆阶段：等离子体内磁扰动开始增长，典型
时间为10ms量级；

➢ 快阶段：约束恶化和中心温度坍塌，典型时间
为1ms量级，电流剖面变平，引起环电压负
尖峰，典型值为正常电压的10~100倍；

➢ 熄灭阶段：等离子体电流衰减到零，速率大于
100MA/s。
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锯齿振荡

54

⚫ 托卡马克等离子体芯部温度常常周期性的变化。线性增长至一个峰值，快速

下降，然后重新上升，故得名锯齿振荡。当芯部温度下降时，温度分布变平，

外部的温度则上升，表明等离子体能量突然向外输运。

⚫ Kadomtsev提出的不完全磁场

重联模型能够成功地解释锯

齿行为，后来大装置实验发

现许多细节不相符，至今没

有一个普遍接受的理想模型。

——J. Wesson, 《Tokamak》
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Mirnov不稳定性

55

⚫ 在电流上升期间观测到磁涨落及其空间结构如图所示。 模数的减小值 𝑚 与等
离子表面处的 𝑞 的减小值相关。

⚫ q 称为安全因子，定义为

𝑞 =
𝑎𝐵𝜑

𝑅𝐵𝜃
=

2𝜋𝑎2𝐵𝜑

𝜇0𝑅𝐼

此处利用了 𝐼 = 2𝜋𝑎𝐵𝜃/𝜇0 。

⚫ 随着电流增加，等离子体表面将出现负
电流梯度。在这段时间内，q面朝着等
离子体边缘向外移动，随着共振面满足
不稳定电流梯度，预计会发生 𝑚 ≈ 𝑞𝑎 
的撕裂模不稳定性。

Mirnov & Semenov, Soviet Atomic Energy 30, 22 (1971).
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撕裂模不稳定性

56

——Sauthoff, 1978, NF

15个径向线积分发
射率，m = 2前兆
振荡和q = 2破裂

m = 2模的X射线
辐射率等高线

——Waddell, 1979, PF

m/n = 2/1模
磁通等高线。

ST托卡马克
X射线成像系统
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撕裂模的磁岛

磁面结构和磁岛形成 m/n = 2/1模的磁岛结构

⚫ 理想磁流体中，因为没有电阻，等离子体冻结在磁力线上。存在电阻时，可
在电阻扩散时间尺度上改变磁场拓扑。这样的扰动和磁场重联并形成磁岛只
能发生在共振面附近。

57
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新经典撕裂模

58

⚫ 新经典撕裂模与自举电流有关。当
撕裂模稳定时，有理面附近的平衡
电流梯度变缓，此时若自举电流增
大，会使得总体电流梯度变陡，撕
裂模再次变得不稳定，而自举电流
来源于新经典效应。

⚫ 1985年由W. X. Xu和J. D. Callen

理论预言。

⚫ 1995年由Z. Y. Chang等人在TFTR

实验上发现。

——1995，Chang et. Al, PRL
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撕裂模不稳定性

⚫ 平板模型：假设平衡磁场为

𝑩0 = 𝐵0𝑦(𝑥)𝒆𝑦 + 𝐵0𝑧𝒆𝑧

其中𝐵0𝑧为常数，而𝐵0𝑦(𝑥)为剪切场，如图所示。最简单的剪切场可取成为线性函数：

𝐵0𝑦 𝑥 = ൞

𝐵𝑦0
′ 𝑥 − 𝑎 < 𝑥 < 𝑎

−𝐵𝑦0
′ 𝑎 𝑥 < −𝑎

𝐵𝑦0
′ 𝑎 𝑥 > 𝑎

59

剪切磁场示意图 剪切场磁力线分布

𝐵0𝑦 𝑥

x

y

a-a
x

y
𝐵0𝑦 𝑥
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线性撕裂模不稳定性
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0

/k

x

B1x

B1x

B0yB0y

线性力

jz1 By

y

涡流

磁通量

/k

⚫ 1963年，Furth, Killeen和Rosenbluth采用平板
模型分析了线性撕裂模。 (Phys. Fluid, 1963)

⚫ 设等离子体沿z 方向均匀，若有扰动磁场
𝐵1𝑥~ 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑦 𝑒𝑥𝑝( 𝛾𝑡) 。 由 Faraday 定 律 𝜕𝐵1𝑥/𝜕𝑡 =

− 𝜕𝐸1𝑧/𝜕𝑦 可感应出扰动电场 𝐸1𝑥 ∼ Τ𝛾 𝑘 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦 ×

𝑒𝑥𝑝( 𝛾𝑡) 。根据欧姆定律 𝐸1𝑥 = −𝑢1𝑥𝐵0𝑦 + 𝜂𝐽1𝑧，可
产生扰动电流 𝐽1𝑧 ∼ (𝛾/𝑘𝜂)𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦 𝑒𝑥𝑝( 𝛾𝑡) 并感应出
扰动流 𝑢1𝑥 ∼ −(𝛾/𝑘𝐵0𝑦)𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦 𝑒𝑥𝑝( 𝛾𝑡)。因流体的
不可压缩性，𝑢1𝑥 会导致 𝑢1𝑦 ∼ 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑦 × 𝑒𝑥𝑝( 𝛾𝑡) 从
而形成涡流。 

⚫ 扰动电流 𝐽1𝑧 和平衡磁场𝑩𝟎𝒚(𝒙)产生的Lorentz力 𝐹1𝑥 ∼ −𝐽1𝑧𝐵0𝑦 ∼ − Τ𝛾𝐵0𝑦 𝑘𝜂 ×

𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦 𝑒𝑥𝑝( 𝛾𝑡) 在 𝜋/𝑘 处向外拉，在 0 和 2𝜋/𝑘 处向内挤，使得 𝐵1𝑥 和 𝐵0𝑦(𝑥) 在一起
构成了磁岛结构。同时，Lorentz 力产生的力矩还加速涡流。
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线性撕裂模不稳定性

61

⚫ 利用安培定律和欧姆定律，可从法拉第电磁感应定律得到
𝜕𝜝

𝜕𝑡
= 𝛻 × 𝒖 × 𝑩 +

𝜂

𝜇0
𝛻2𝑩

⚫ 若只有磁冻结效应，则系统相应的时间尺度为阿尔芬时间𝜏𝐴，故理想模的不稳定性
增长率（～𝜏𝐴

−1）很快；若只有磁扩散效应，则系统相应的时间尺度为电阻扩散时间
𝜏R，但撕裂模不稳定性取决于磁冻结和磁扩散的协同效应，其时间尺度介于阿尔芬
时间和电阻扩散时间之间，故增长率应该为𝜏𝐴

−𝛼𝜏𝑅
𝛼−1的量级。

⚫ 将算符 𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 ×作用于动量方程，令涡量 𝑈 = 𝛻⊥
2𝛷 ，则有

𝜌𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 ×
𝑑𝒖

𝑑𝑡
= −𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 × 𝛻𝑝 + 𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 × 𝑱 × 𝑩

𝜌𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 ×
𝑑𝒖

𝑑𝑡
= 𝜌𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 ×

𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ 𝒖 ⋅ 𝛻𝒖 = 𝜌

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+ 𝒖 ⋅ 𝛻𝑈

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+ 𝐯 ∙ 𝛻𝑈 = 𝑩 ∙ 𝛻𝐽𝑧 − 𝑱 ⋅ 𝛻𝐵𝑧
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撕裂模线性化方程组

⚫ 因为 𝛻 × 𝛻𝛷 × ො𝒛 = 𝛻𝛷𝛻 ∙ ො𝒛 − ො𝒛𝛻 ∙ 𝛻𝛷 + ො𝒛 ∙ 𝛻 𝛻𝛷 − 𝛻𝛷 ∙ 𝛻 ො𝒛 = 𝛻2𝛷，

    故有 𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 × 𝒖 = 𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 × ො𝒛 × 𝛻𝛷 = 𝛻2𝛷 = 𝑈。

⚫ 因为 𝒖 ⋅ 𝛻𝒖 = 𝛻 𝑢2/2 − 𝒖 × 𝛻 × 𝒖 ，

故有 𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 × 𝒖 ⋅ 𝛻𝒖 = −𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 × [𝒖 × 𝛻 × 𝒖 ] = 𝛻 ⋅ [𝒆𝑧 × [𝒖 × 𝛻 × 𝒖 ]

= 𝒖 ⋅ 𝛻(𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 × 𝒖) − 𝛻𝑢𝑧 ⋅ 𝛻 × 𝒖 = 𝒖 ⋅ 𝛻(𝒆𝑧 ⋅ 𝛻 × 𝒖)

⚫ 假设 𝒖0 = 0，𝑬0 = 𝜂𝑱0 且 𝛻 ⋅ 𝑩1 = 0 ， 𝛻 ⋅ 𝒖1 = 0，撕裂模方程组可线性化为：
𝜕𝜝𝟏

𝜕𝑡
= 𝛻 × 𝒖𝟏 × 𝜝𝟎 +

𝜂

𝜇0
𝛻2𝜝𝟏

𝜌
𝜕𝑈1

𝜕𝑡
= 𝑩1 ⋅ 𝛻𝐽0𝑧 + 𝑩0 ⋅ 𝛻𝐽1𝑧

⚫ 从涡量方程可以看出，除了平衡磁场，平衡电流密度梯度也对涡量时间演化起重要
作用。实际上，后面可看到，平衡电流密度的梯度是撕裂模的驱动源。

62
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描述撕裂模不稳定性的方程组

⚫ 假设等离子体在 z 方向保持均匀性，z 方向 的扰动波矢为 0，设扰动磁场 𝑩1 = 𝐵1𝑥𝒆𝑥 +

𝐵1𝑦𝒆𝑦 为 𝐵1𝑥 = ෨𝐵𝑥(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑦 𝑒𝑥𝑝( 𝛾𝑡)和 𝐵1𝑦 = ෨𝐵𝑦(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦 𝑒𝑥𝑝( 𝛾𝑡)。

⚫ 设 扰 动 速 度 𝒖1 = 𝑢1𝑥𝒆𝑥 + 𝑢1𝑦𝒆𝑦 的 形 式 为 𝑢1𝑥 = − ෤𝑢𝑥(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦 𝑒𝑥𝑝( 𝛾𝑡)  和 𝑢1𝑦 =

෤𝑢𝑦(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑦 𝑒𝑥𝑝( 𝛾𝑡) 。

⚫ 则无散场条件 𝛻 ⋅ 𝑩1 = 0 和不可压缩条件 𝛻 ⋅ 𝒖1 = 0 分别变成， Τ𝑑 ෨𝐵𝑥 𝑑𝑥 − 𝑘 ෨𝐵𝑦 = 0，和 
Τ𝑑 ෤𝑢𝑥 𝑑𝑥 − 𝑘 ෤𝑢𝑦 = 0。

⚫ 利用这两个条件和安培定律，磁感应方程和涡流方程则变成 

𝛾 ෨𝐵𝑥 = 𝑘𝐵0𝑦 ෤𝑢𝑥 +
𝜂

𝜇0

𝑑2 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥2 − 𝑘2 ෨𝐵𝑥

𝜌𝛾

𝑘

𝑑2 ෤𝑢𝑥

𝑑𝑥2 − 𝑘2 ෤𝑢𝑥 =
෨𝐵𝑥

𝜇0

𝑑2𝐵0𝑦

𝑑𝑥2 −
𝐵0𝑦

𝜇0

𝑑2 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥2 − 𝑘2 ෨𝐵𝑥

63
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边界层方法

⚫ 要精确地求解上述微分方程组几乎是不可能的，必须寻求近似方法来求解。一般情
况下等离子体中电阻率是很小的，因此在远离 𝑥 = 0 的地方，磁感应方程右边的第
二项（即电阻项）比第一项要小，可以用理想情况来近似，电阻撕裂模的增长率可
以忽略不计。只有在 𝑥 = 0 附近，当且仅当 𝑑2 ෨𝐵𝑥/𝑑𝑥2 足够大，也即 ෨𝐵𝑥 的变化很陡
峭时，电阻项才会起重要作用。

⚫ 所以说，𝑥 = 0 附近有个很窄的电阻奇异层，这是产生撕裂模不稳定性的必要条件。
正是基于这样的物理考虑，可引入一种奇异微扰方法（Singular Perturbation

Method）——边界层方法（Layer Boundary Approach）来处理撕裂模。即将整个等
离子体区域分为内区和外区，在电阻奇异层附近的区域称之为内区，可忽略同类项
中变化缓慢的项，远离电阻奇异层的区域称之为外区，可忽略电阻和增长率。分别
求出磁感应方程和涡流方程在内外区的近似解，然后采用渐进匹配（asymptotic
matching）方法将内区解和外区解衔接起来，得到增长率的表达式。

(    )
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撕裂模方程的外区解

⚫ 忽略电阻和增长率之后，从涡流方程可得

𝑑2 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥2 − 𝑘2 +
1

𝐵0𝑦

𝑑2𝐵0𝑦

𝑑𝑥2
෨𝐵𝑥 = 0

⚫ 显而易见，此方程依赖于平衡磁场的选取，𝑑2𝐵0𝑦/𝑑𝑥2 实际上是平衡电流密度的梯度。
到目前为止，还没有找到适用于任意平衡磁场（或平衡电流密度）的精确解。取
𝐵0𝑦 = ሜ𝐵0𝑦 𝑡𝑎𝑛ℎ( 𝑥)，则上述方程可以改写成

𝑑2 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥2
− 𝑘2 − 2 𝑠𝑒𝑐 ℎ2 𝑥 ෨𝐵𝑥 = 0

⚫ 方程的通解为 ෨𝐵𝑥 = 𝑐1 𝑒𝑥𝑝( − 𝑘𝑥)[1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ( 𝑥)/𝑘] + 𝑐2 𝑒𝑥𝑝( 𝑘𝑥)[1 − 𝑡𝑎𝑛ℎ( 𝑥)/𝑘]。将外区
分为 𝑥 < 0 和 𝑥 > 0 两个区间，应分别满足边界条件 ෨𝐵𝑥(−∞) = 0 和 ෨𝐵𝑥(∞) = 0 。同
时，从外区看来，奇异层是很窄的，故在 𝑥 = 0 处可假设 ෨𝐵𝑥 满足连续性条件。
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外区解和不稳定性判据

⚫ 则涡流方程的解变成

෨𝐵𝑥(𝑥) = ൝
෨𝐵𝑥(0) 𝑒𝑥𝑝( 𝑘𝑥) 1 − 𝑡𝑎𝑛ℎ( 𝑥)/𝑘 𝑥 < 0
෨𝐵𝑥(0) 𝑒𝑥𝑝( − 𝑘𝑥) 1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ( 𝑥)/𝑘 𝑥 > 0

⚫ 由于缺少一个边条件， ෨𝐵𝑥(0) 无法确定。由于在 𝑥 = 0 处导数 𝑑 ෨𝐵𝑥/𝑑𝑥 不连续，1963
年，Furth、Killeen 和 Rosenbluth 在关于线性撕裂模的经典论文中巧妙地引入了导
数 𝑑 ෨𝐵𝑥/𝑑𝑥 在 𝑥 = 0 处的阶跃值：

Δ′ =
1

෨𝐵𝑥(0)
อ

𝑑 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥
0+

− อ
𝑑 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥
0−

= 2
1

𝑘
− 𝑘

• 显然，Δ′ 已与 ෨𝐵𝑥(0) 无关。后面将会看到，只有当 Δ′ > 𝟎 时，撕裂模才会不稳定。
通常，撕裂模不稳定性判据取决于扰动波数、平衡电流密度梯度和磁场梯度及奇异层
的位置。对于𝐵0𝑦 = ሜ𝐵0𝑦 𝑡𝑎𝑛ℎ( 𝑥) 的特例，不稳定性判据为 Δ′ = 2 1/𝑘 − 𝑘 > 0，即撕裂
模对于 𝑘2 < 1 的长波模是不稳定的。
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撕裂模方程的内区解

⚫ 为了明确知道哪些项可以忽略，假设电阻奇异层的宽度为𝛿，增长率𝛾 、电阻率 𝜂 、
扰动磁场 ෨𝐵𝑥 和扰动速度 ෤𝑢𝑥 的量级分别满足下列关系

𝛿~𝛾~𝜂1/3 ， ෨𝐵𝑥~ ෤𝑢𝑥~𝛿

⚫ 注意此时对扰动函数的导数的量级为𝑑 ሚ𝑓/𝑑𝑥~ ሚ𝑓/𝛿，而对平衡函数的导数的量级为
𝑑𝑓0/𝑑𝑥~𝑓0/𝑎。则当𝑥~𝛿时可将磁感应方程和涡流方程中各项的量级进行定标

𝛾 ෨𝐵𝑥 = 𝑘𝐵0𝑦
′ 𝑥 ෤𝑢𝑥 +

𝜂

𝜇0

𝑑2 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥2 − 𝑘2 ෨𝐵𝑥

𝛿2 𝛿2 𝛿2 𝛿4

𝜌𝛾

𝑘

𝑑2 ෤𝑢𝑥

𝑑𝑥2 − 𝑘2 ෤𝑢𝑥 =
෨𝐵𝑥

𝜇0

𝑑2𝐵0𝑦

𝑑𝑥2 −
𝐵0𝑦

′ 𝑥

𝜇0

𝑑2 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥2 − 𝑘2 ෨𝐵𝑥

𝛿0 𝛿2 𝛿1 𝛿0 𝛿2

⚫ 因为在 𝑥 = 0 附近，这里已取 𝐵0𝑦 ≈ 𝐵0𝑦
′ 𝑥 。
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撕裂模方程的内区解

⚫ 略去各方程中的高阶小量之后，内区方程变成

𝛾 ෨𝐵𝑥 = 𝑘𝐵0𝑦
′ 𝑥 ෤𝑢𝑥 +

𝜂

𝜇0

𝑑2 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥2

𝜌𝛾

𝑘

𝑑2 ෤𝑢𝑥

𝑑𝑥2 = −
𝐵0𝑦

′ 𝑥

𝜇0

𝑑2 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥2

⚫ 合并这两个方程可得

𝜌𝛾𝜂

𝑘𝐵0𝑦
′

𝑑2 ෤𝑢𝑥

𝑑𝑥2 = 𝑥(𝑘𝐵0𝑦
′ 𝑥 ෤𝑢𝑥 − 𝛾 ෨𝐵𝑥)

⚫ 为简单起见，考虑到电阻奇异层很窄，尽管 ෨𝐵𝑥 的导数变化很大，但 ෨𝐵𝑥本身变化不大，
故可引入“常 ෨𝐵𝑥近似”，即用 ෨𝐵𝑥(0) 来代替 ෨𝐵𝑥，方程马上简化为二阶微分方程。引
入 𝑥 ≡ 𝛿𝑋，和 ෤𝑢𝑥 = −[𝛾 ෨𝐵𝑥(0)/𝑘𝐵0𝑦

′ 𝛿]𝑌(𝑋)，其中 𝑋 为伸展变量，则可得

𝑌" − 𝑋2𝑌 = 𝑋
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撕裂模方程的内区解

以及奇异层宽度与电阻率和增长率之间的关系式

𝛿 = (𝜌𝜂𝛾/𝑘2𝐵0𝑦
′2 )1/4

⚫ 方程 𝑌“ − 𝑋2𝑌 = 𝑋 的解为 ( 级数解为 𝑌 𝑋 = − 2𝑒−𝑋2/2 σn=0
∞ 𝐻2𝑛+1 𝑋

(4𝑛+3)∙4𝑛∙𝑛!
)

𝑌(𝑋) = −
𝑋

2
න

0

1

𝑑𝜇 𝑒𝑥𝑝( −
1

2
𝑋2𝜇)(1 − 𝜇2)1/4

⚫ 将其带入方程可检验其正确性。利用方程 Τ𝜌𝛾 𝑘 Τ𝑑2 ෤𝑢𝑥 𝑑𝑥2 = − Τ𝐵0𝑦
′ 𝑥 𝜇0 Τ𝑑2 ෨𝐵𝑥 𝑑𝑥2，可求

出扰动磁场 ෨𝐵𝑥 在内区的阶跃值

𝛥(𝛾) =
1

෨𝐵𝑥(0)
න

0−

0+ 𝑑2 ෨𝐵𝑥

𝑑𝑥2 𝑑𝑥 = −
1

෨𝐵𝑥(0)

𝜇0𝜌𝛾

𝑘𝐵0𝑦
′ න

0−

0+ 𝑑2 ෤𝑢𝑥

𝑑𝑥2

𝑑𝑥

𝑥

=
𝜇0𝜌𝛾2

𝑘2𝐵0𝑦
′2 𝛿3

න
−∞

+∞ 𝑑2𝑌

𝑑𝑋2

𝑑𝑋

𝑋
=

𝜋𝛤(3/4)

𝛤(1/4)

𝜇0𝛿𝛾

𝜂
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渐进匹配条件和增长率

⚫ 根据边界层方法，引入渐进匹配条件

Δ′ = Δ(𝛾)

⚫ 可以看出，仅当 Δ′ > 0 时才有 𝛾 > 0，且电阻撕裂模线性的增长率为

𝛾 =
𝛤(1/4)𝐿𝛥′

𝜋𝛤(3/4)

4/5

𝜏𝐴
−2/5

𝜏𝑅
−3/5

~𝜂3/5

⚫ 这里阿尔芬时间 𝜏𝐴 = 𝜇𝜌/𝑘𝐵0𝑦
′ 𝐿，电阻扩散时间 𝜏𝑅 = 𝜇𝐿2/𝜂，L 为 x 方向的空间长度。

奇异层宽度的表达式变成

𝛿 = 𝐿 𝛾𝜏𝐴
2𝜏𝑅

−1 1/4 = 𝐿
𝛤(1/4)𝐿𝛥′

𝜋𝛤(3/4)

1/5
𝜏𝐴

𝜏𝑅

2/5

~𝜂2/5

⚫ 撕裂模的稳定性取决于电流密度梯度的退稳效应和磁力线弯曲引起的致稳效应。长
波模是最不稳定的，其物理原因就在于短波模更容易引起磁力线的弯曲。
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关于线性撕裂模量级的讨论

⚫ 一开始我们假设电阻奇异层宽度 𝛿，增长率 𝛾 和电阻率 𝜂 的量级关系为

𝛿~𝛾~𝜂1/3

⚫ 可是从推导出的结果来看，量级关系发生了变化，

𝛾~𝜂3/5, 𝛿~𝜂2/5

⚫ 通常情况下，后面的结果与前面的假设应该一致，否则就要回过头来调整物理模型
中的量级假设。

⚫ 此处出现不一致的原因不是量级假设不对头，而很可能是在求解内区方程的过程中
作了“常 ෨𝐵𝑥近似”。因为对于 𝒎 = 𝟏 的电阻性扭曲模，内区方程与撕裂模类似，在
解的过程中不作“常 ෨𝐵𝑥近似”，结果可得到

𝛿~𝛾~𝜂1/3

⚫ 。
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描述撕裂模的标量方程组

⚫ 柱位形或环位形模型：利用大纵横比 (𝜀 = Τ𝑎 𝑅 ≪ 1) 和低 𝛽 (𝛽~𝜀2) 近似，可以把电
阻MHD方程组简化成标量形式。

𝜌
𝑑𝒖

𝑑𝑡
= −∇𝑝 + 𝑱 × 𝑩

𝑱 =
1

𝜇0
∇ × 𝑩

𝜕𝑩

𝜕𝑡
= −∇ × 𝑬

𝑬 + 𝒖 × 𝑩 = 𝜂𝑱

这里假设电阻率𝜼和数密度𝝆
均为常数。

这里𝛹为极向磁通，𝛷为流函数，
𝐽𝑧为纵向电流密度， 𝑈为涡量。

𝜕𝛹

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇𝛹 =

𝜂

𝜇0
𝐽𝑧

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ ∇𝑈 = 𝑩 ∙ ∇𝐽𝑧 − 𝑱 ⋅ ∇𝐵𝑧

𝒖 = ො𝒛 × 𝛻𝛷

𝑈 = 𝛻⊥
2𝛷

𝐁 = ො𝒛 × 𝛻𝛹

𝐽𝑧 = 𝛻⊥
2𝛹

72



李定 20250708_14:00-17:50 科大3教103, 合肥

撕裂模方程组

⚫ 利用 𝛻 × 𝑓𝐀 = 𝑓𝛻 × 𝐀 + 𝛻𝑓 × 𝐀，𝐀 × 𝐁 × 𝐂 = 𝐀 ∙ 𝐂 𝐁 − 𝐀 ∙ 𝐁 𝐂，故有

𝐁 = ො𝒛 × 𝛻𝛹 = −𝛻 × 𝛹ො𝒛

⚫ 可得
𝜕𝛻 × 𝛹ො𝒛

𝜕𝑡
=

𝜂

𝜇0
𝛻 × 𝑱 − 𝛻 × 𝐯 × 𝑩

→
𝜕 𝛹ො𝒛

𝜕𝑡
=

𝜂

𝜇0
𝑱 − 𝐯 × 𝑩 + 𝛻𝛷

⚫ 用 ො𝒛 点乘各项，利用 ො𝒛 ∙ 𝐯 × 𝑩 = 𝐯 ∙ 𝑩 × ො𝒛 = 𝐯 ∙ ො𝒛 × 𝛻𝛹 × ො𝒛 = 𝐯 ∙ 𝛻𝛹 可得

𝜕𝛹

𝜕𝑡
=

𝜂

𝜇0
𝐽𝑧 − 𝐯 ∙ 𝛻𝛹
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关于非线性撕裂模不稳定性

⚫ 最近，我们对非线性撕裂模式的分析方法进行了综述。

⚫ 结果表明，Rutherford模型已经引发了关于非线性撕裂模的大量研究。其物
理图像是清晰的，其数学方法巧妙但仍然令人费解。它试图通过一个非线性
变换从线性方程导出一种“非线性行为”。 

⚫ 本人的模型包括了撕裂模的线性增长、卢瑟福行为和新的行为。研究发现，
磁场的准线性修正为非线性增长提供了一种新的阻尼机制。如果撕裂模是弱
不稳定的，新的行为𝒘~𝒕𝟏/𝟐将成为主导。

⚫ 前人已导出撕裂模不稳定性判据的一些解析表达式。我们导出的不稳定性判
据在极限情况下可涵盖前人的结果，并已扩展到了包括高能量粒子的影响。

Li, Yang, Cai, PST 20 (2018) 094002
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非线性撕裂模的Rutherford模型

⚫ 1973年，P. H. Rutherford 构造了一个关于非线
性撕裂模不稳定性的著名模型，激发了无数的后
续研究。 (Phys. Fluids 1973)

⚫ 当磁岛宽度大于电阻奇异层宽度（ 𝑤 > 𝛿0）时,
涡流（vortex flow）会感应出涡旋电流（eddy
current） 𝛿𝐽𝑍0 . 由此产生的非线性Lorentz力
𝛿𝐽𝑍0 𝐵𝑋1会提供一个减缓涡流的力矩。

⚫ 这个机制会降低撕裂模的增长率，使得在混合
时间尺度上的指数增长变成在电阻尺度上的代
数增长 𝜓~𝑡1/2。

Magnetic 

Flux
x

Bx1

jz1 By
Vortex Flow

By0

Bx1

By0

y

 j0Bx1

Rutherford, PoF 16(11) (1973) 

75



李定 20250708_14:00-17:50 科大3教103, 合肥

Rutherford 模型

⚫ Rutherford 模型中的数学方法看起来很巧妙，但仍然令人费解。

𝜕𝛹

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ 𝛻𝛹 =

𝜂

𝜇0
𝐽𝑧

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ 𝛻𝑈 = 𝑩 ∙ 𝛻𝐽𝑧

⚫ 假定 𝛹 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝛹0 𝑥 + ෩𝛹(𝑦, 𝑡), 且在 𝑥 = 0 的电阻奇异层附近 𝛹0 𝑥 = 𝐵′𝑦𝑥2/2, 则磁

感应方程变成了一个线性方程

𝜕 ෩𝛹

𝜕𝑡
+

𝜕𝛷

𝜕𝑡
𝛹

𝐵′𝑦𝑥 = 𝜂 𝐽𝑧 − 𝐽𝑧0

此处 𝐽𝑧 − 𝐽𝑧0 = 𝛻2 ෩𝛹。

⚫ 后面的非线性是如何从线性方程里产生的呢？
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Rutherford 模型

⚫ 将此方程各项均除以 x , 它仍然是个线性方程

𝜕 ෩𝛹/𝜕𝑡

𝑥
+ 𝐵′𝑦

𝜕𝛷

𝜕𝑦
𝛹

= 𝜂
𝐽𝑧 − 𝐽𝑧0

𝑥

⚫ 将各项在常数磁面上对 y 作平均，则起非线性驱动作用的涡流项被湮灭掉了。磁感
应方程和涡流方程之间的桥梁也没有了。

𝜕 ෩𝛹/𝜕𝑡

𝑥
𝑦

+ 𝐵′𝑦

𝜕𝛷

𝜕𝑦
𝛹 𝑦

= 𝜂
𝐽𝑧 − 𝐽𝑧0

𝑥

这里 𝑓 𝑦 ≡ 𝑘 0׬

2𝜋/𝑘
𝑓𝑑𝑦 /2𝜋。

⚫ 此时假设惯性可以忽略，则涡流方程仅剩下 𝑩 ∙ 𝛻𝐽𝑧 = 0, 由此得到 𝐽𝑧 = 𝐽𝑧(𝜓)。
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Rutherford 模型

⚫ 非线性是通过非线性变换 𝑥 = 2 𝛹 − ෩𝛹(𝑦, 𝑡) /𝐵′𝑦
1/2

引入的，电流密度被写成非线性的
表达式

𝐽𝑧 𝛹 = 𝐽𝑧0 + 𝜂−1
𝜕 ෩𝛹/𝜕𝑡

𝛹 − ෩𝛹(𝑦, 𝑡)
1/2

𝑦

/ 𝛹 − ෩𝛹(𝑦, 𝑡)
−1/2

𝑦

⚫采用渐进匹配 ∆′𝛹1 = 2 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦 ∞−׬

∞
𝐽𝑧𝑑𝑥 𝑦 ，可以得到 Rutherford 的非线性演化

∆′𝛹1
Τ1 2

=
4𝐴

𝜂 2𝐵′
𝑦

Τ1 2

𝜕𝛹1

𝜕𝑡

⚫ 此处  𝐴 ≈ 0.07 。文章一开始形式上假设所有的谐波都包含在内， ෩𝛹 𝑦, 𝑡 =

σ𝑛=1
∞ 𝛹𝑛 𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑘𝑦 ，实际上仅当  ෩𝛹 𝑦, 𝑡 = 𝛹1 𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑦 ，才能得到此结果。
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本人关于非线性撕裂模的模型

Magnetic 

Flux
x

Bx1

jz1 By
Vortex Flow

By0

Bx1

By0

y

 j0Bx1

B0Jz1

⚫ 1995年，本人采用边界层方法和标准微扰
论建立了一个统一的解析模型，包含撕裂
模的线性和非线性演化。

⚫发现由准线性磁场 B0 感应的非线性 
Lorentz 力 B0Jz1，与线性驱动力反向，并
会使得涡流慢化。由此导出了一种新的代
数增长  t 。

⚫在Rutherford模型中，这种致稳机制曾在 
𝜕/𝜕𝑡 ≪ 𝜂/𝛿2 的假定下通过磁面平均算符被
湮灭了。

D. Li, Phys. Plasmas, 2(9), 3275, 1995.
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撕裂模的非线性演化

⚫ 简化的电阻 MHD 标量方程组在极坐标系中可以写成

𝜕𝛹

𝜕𝑡
+

1

𝑟

𝜕𝛹

𝜕𝑟

𝜕𝛷

𝜕𝜃
−

𝜕𝛹

𝜕𝜃

𝜕𝛷

𝜕𝑟
= 𝜂𝐽𝑧 −

𝜕𝛷

𝜕𝑧

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+

1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟

𝜕𝛷

𝜕𝜃
−

𝜕𝑈

𝜕𝜃

𝜕𝛷

𝜕𝑟
= −𝑆2

1

𝑟

𝜕𝛹

𝜕𝑟

𝜕𝐽𝑧

𝜕𝜃
−

𝜕𝛹

𝜕𝜃

𝜕𝐽𝑧

𝜕𝑟
+

𝜕𝐽𝑧

𝜕𝑧

此处 r, 𝜽, 和 z 分别表示径向、极向和纵向坐标。常数 𝑺 = 𝝉𝑹/𝝉A 是电阻扩散时间与

Alfvén时间之比。
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撕裂模方程组

⚫ 令

𝛹 = 𝛹0 𝑟 + 𝛿𝛹 𝑟, 𝑡 + ෍ 𝛹𝑙 𝑟, 𝑡 cos 𝑙(𝑚𝜃 − 𝑛𝑧)

𝛷 = σ 𝛷𝑙 𝑟, 𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑙(m𝜃 − 𝑛𝑧)

⚫ 将标量方程组对𝜽做积分 (𝒎/𝟐𝝅) 𝟎׬

𝟐𝝅/𝒎
𝒇d 𝜽，可以得到

𝜕𝛿𝛹

𝜕𝑡
+

𝑚

2𝑟
෍

𝑙

𝜕 𝛹𝑙𝛷𝑙

𝜕𝑟
= 𝜂𝛿𝐽

𝜕𝛹𝑙

𝜕𝑡
+

𝑙𝑚

𝑟

𝜕𝛿𝛹

𝜕𝑟
𝛷𝑙 = 𝜂𝐽𝑙 + 𝑙 𝑛 −

𝑚

𝑞0
𝛷𝑙

𝜕𝑈𝑙

𝜕𝑡
= −𝑆2

𝑙𝑚

𝑟

𝑑𝐽0

𝑑𝑟
𝛹𝑙 +

𝑙𝑚

𝑟

𝜕𝛿𝐽

𝜕𝑟
𝛹𝑙 + 𝑙 𝑛 −

𝑚

𝑞0
𝐽𝑙 −

𝑙𝑚

𝑟

𝜕𝛿𝛹

𝜕𝑟
𝐽𝑙

这里 m 和 n 分别是极向和环向模数,  𝒒𝟎(𝒓) = 𝒓[𝒅𝜳𝟎(𝒓)/𝒅𝒓]−𝟏 为安全因子。

81



李定 20250708_14:00-17:50 科大3教103, 合肥

撕裂模的内区方程

⚫在 r = rs 的电阻奇异层附近，当 𝚿𝟏~𝚽𝟏~𝛿𝛹~𝑶(𝜹𝟐) 且 𝒘~𝜹𝟎 时, 非线性项和线性项的
主导项同量级。且 𝒘 > 𝜹𝟎 时，非线性项将变得更重要，线性模的量级  ~ 3/5，  

 和 𝜕/𝜕𝑡 < 𝜂3/5 将不再重要，仅保留 𝒍 = 𝟏 的谐波，内区方程组为

𝜕𝛿𝛹

𝜕𝑡
+

𝑚

2𝑟𝑠

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑥
= 𝜂

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑥2

𝛿3 𝛿3 𝛿3

𝜕𝛹1

𝜕𝑡
= 𝜂

𝜕2𝛹1

𝜕𝑥2 + 𝜇0 −
𝑚

𝑟𝑠

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑥2
𝑥=0

𝑥𝛷1

𝛿3 𝛿3 𝛿3

𝜕3𝛷1

𝜕𝑥2𝜕𝑡
= −𝑆2

𝑚

𝑟𝑠

𝜕3𝛿𝛹

𝜕𝑥3 𝛹1 + 𝜇0 −
𝑚

𝑟𝑠

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑥2
𝑥=0

𝑥
𝜕2𝛹1

𝜕𝑥2

𝛿 𝛿 𝛿

这里 𝑥 = 𝑟 − 𝑟𝑠， 𝜇0 = [𝑚/𝑞0
2(𝑟𝑠)][𝑞0(𝑟𝑠)/𝑑𝑟]。已使用关系式 𝛿𝑞0 = −( Τ𝑞0

2 𝑟)𝜕𝛿𝛹/𝜕𝑟。

  q q r r
0 0

2

0
= −( / ) /   82
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撕裂模的内区方程

⚫ 为简单起见，现在沿用 Rutherford 的做法，暂不考虑 Τ𝜕𝛿𝛹 𝜕𝑡 和惯性项 Τ𝜕3𝛷1 𝜕𝑥2𝜕𝑡 。
将从第一个方程得到的关系式

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑥2 =
𝑚

2𝜂𝑟𝑠

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑥

⚫ 代入第二、三个方程可得:

𝜕𝛹1

𝜕𝑡
= 𝜂

𝜕2𝛹1

𝜕𝑥2 + 𝜇0 −
𝑚2

2𝜂𝑟𝑠
2

𝜕(𝛹1𝛷1)

𝜕𝑥
𝑥=0

𝑥𝛷1

𝑚2

2𝜂𝑟𝑠
2

𝜕2(𝛹1𝛷1)

𝜕𝑥2
+ 𝜇0 −

𝑚2

2𝜂𝑟𝑠
2

𝜕(𝛹1𝛷1)

𝜕𝑥
𝑥=0

𝑥
𝜕2𝛹1

𝜕𝑥2
= 0

⚫ 怎么解这一组偏微分方程组？换言之，怎么消去空间变量，从而得到撕裂模的演化
方程？
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“常-𝛹”近似

⚫ 大家熟悉的“常-𝜳”近似仍然有效。因为 𝛹1 是 x 的偶函数而 𝜱𝟏 是 x 的奇函数，𝛹1 

的空间变化小于 𝛷1 的空间变化， Τ𝜕𝑖 𝛹1𝛷1 𝜕𝑥𝑖 可用 Τ𝛹1(0, 𝑡)𝜕𝑖 𝛷1 𝜕𝑥𝑖 来近似。

𝜕𝛹1(0, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜂

𝜕2𝛹1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 + 𝜇(𝑡)𝑥𝛷1(𝑥, 𝑡)

𝜈(𝑡)
𝜕2𝛷1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 = −𝜇(𝑡) 𝑥
𝜕2𝛹1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2

此处

𝜇 𝑡 = 𝜇0 −
𝑚2𝛹1(0, 𝑡)

2𝜂𝑟𝑠
2

𝜕𝛷1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑥=0

𝜈 𝑡 =
𝑚2

2𝜂𝑟𝑠
2 𝛹1

2 (0, 𝑡)
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分离变量方法

⚫ 上述两个方程可以合并成

𝜈(𝑡)
𝜕2𝛷1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 = −
𝜇(𝑡) 𝑥

𝜂

𝜕𝛹1(0, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜇(𝑡)𝑥𝛷1(𝑥, 𝑡)

⚫ 引入变量变换 𝑥 = Τ𝛿(𝑡) 𝑋，和函数变换

𝛷1 𝑥, 𝑡 = − 𝜇 𝑡 𝛿 𝑡 𝑌(𝑋) Τ𝜕𝛹1(0, 𝑡) 𝜕𝑡

⚫ 这里引入的 X 为伸展变量，这样从内区来看空间尺度很大。因为有 Τ𝜕 𝜕𝑥 = 𝛿 𝑡 −1 Τ𝜕 𝜕𝑋，
上面的方程可以分离成分别为空间和时间变量的两个方程

𝑑2𝑌(𝑋)

𝜕𝑥2 − 𝑋2𝑌 𝑋 = 𝑋

𝛿 𝑡 =
𝜂𝜈(𝑡)

𝜇2(𝑡)

1/4
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外区方程和参量Δ′

⚫ 在电阻奇异层之外的外区，相当于理想磁流体，电阻和惯性可以忽略不计，因为它
们仅在奇异层内部起重要作用。外区方程变成

𝑚

𝑟

𝑑𝐽0

𝑑𝑟
𝛹1 +

𝑚

𝑟

𝜕𝛿𝐽

𝜕𝑟
𝛹1 + 𝑛 −

𝑚

𝑞0
𝐽1 −

𝑚

𝑟

𝜕𝛿𝛹

𝜕𝑟
𝐽1 = 0

⚫ 假设此方程可分离变量的解为

𝛹1 0, 𝑡 = 𝛹1 𝑟𝑠, 𝑡 𝑍1
± 𝑟

⚫ 越过电阻奇异层的扰动量 𝛹1 0, 𝑡  的对数微商的阶跃为

Δ′ =
𝜕𝑙𝑛𝛹1 𝑟, 𝑡

𝜕𝑟
𝑟𝑠

−

𝑟𝑠
+

=
𝑑𝑍1

+ 𝑟𝑠

𝑑𝑟
−

𝑑𝑍1
1 𝑟𝑠

𝑑𝑟
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撕裂模的非线性时间演化方程

⚫ 可以利用内区方程导出参量 ∆ 的表达式

∆=
1

𝛹1(0, 𝑡)
න

0−

0+
𝜕2𝛹1

𝜕𝑥2 𝑑𝑥 = −
𝜈(𝑡)

𝜇(𝑡)𝛹1(0, 𝑡)
න

0−

0+
𝑑𝑥

𝑥

𝜕2𝛷1

𝜕𝑥2

=
𝛿(𝑡)

𝜂

𝜕 𝑙𝑛 𝛹1(0, 𝑡)

𝜕𝑡
න

0−

0+
𝑑𝑋

𝑋

𝑑2𝑌

𝑑𝑥2 = 𝐶0

𝛿(𝑡)

𝜂

𝜕 𝑙𝑛 𝛹1(0, 𝑡)

𝜕𝑡

⚫ 采用渐进匹配条件 ，可以导出撕裂模的非线性时间演化方程为

𝜕𝛹1

𝜕𝑡

2

+
𝜂∆′2

𝜋1/2𝐶0
𝛹1

𝜕𝛹1

𝜕𝑡
=

21/2𝑠0𝜂2∆′2

𝑞𝐶0
2 𝛹1.

(Rutherford) (新的)

⚫ 如果撕裂模是强不稳定的，则Rutherford 揭示的非线性行为 𝑤~𝑡 占主导，若撕裂模是弱不
稳定的，则本人发现的非线性行为 𝑤~𝑡1/2 占主导。一般情况下撕裂模的非线性发展是这两
种行为的组合。
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撕裂模的统一模型

⚫ 现考虑 Τ𝜕𝛿𝛹 𝜕𝑡 和惯性项 Τ𝜕3𝛷1 𝜕𝑥2𝜕𝑡 ，这样可将线性和非线性演化都包含。

𝜕𝛿𝛹

𝜕𝑡
− 𝜂

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑥2 =
𝑚

2𝑟𝑠

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑥

𝜕𝛹1

𝜕𝑡
= 𝜂

𝜕2𝛹1

𝜕𝑥2 + 𝜇0 −
𝑚

𝑟𝑠

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑥2
𝑥=0

𝑥𝛷1

𝜕3𝛷1

𝜕𝑥2𝜕𝑡
= −𝑆2

𝑚

𝑟𝑠

𝜕3𝛿𝛹

𝜕𝑥3 𝛹1 + 𝜇0 −
𝑚

𝑟𝑠

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑥2
𝑥=0

𝑥
𝜕2𝛹1

𝜕𝑥2

⚫ 第一个方程为非齐次的扩散方程，为了求解，引入伸展变量 X = x/𝜹，这样该方程与初始条
件构成了一个 Cauchy 问题：

൞

𝜕𝛿𝛹

𝜕𝑡
−

𝜂

𝛿2

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑋2 = −
𝑚

2𝑟𝑠𝛿

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑋
−∞ < 𝑋 < +∞, 𝑡 > 0

𝛿𝛹 𝑋, 0 = 0
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扩散方程的解

⚫ 可以采用 Green 函数方法或 Fourier 变换来求解

𝛿𝛹 𝑋, 𝑡 = −
𝑚

4𝑟𝑠
න

0

𝑡

න
−∞

+∞ 𝑑𝜉𝑑𝜏

𝜋𝜂 𝑡 − 𝜏

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝜉
𝑒𝑥𝑝 −

𝑋 − 𝜉 2𝛿2

4𝜂 𝑡 − 𝜏

⚫ 故可得

𝜕𝛿𝛹

𝜕𝑡
= −

𝑚

4𝑟𝑠 𝜋𝜂𝑡
න

−∞

+∞ 𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝜉
𝑒𝑥𝑝 −

𝑋 − 𝜉 2𝛿2

4𝜂𝑡
𝑑𝜉

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑋2
=

𝑚𝛿

2𝜂𝑟𝑠

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑋
−

𝛿

2 𝜋𝜂𝑡
න

−∞

+∞ 𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝜉
𝑒𝑥𝑝 −

𝑋 − 𝜉 2𝛿2

4𝜂𝑡
𝑑𝜉
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扩散方程的解

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑋2 =
𝑚𝛿

2𝜂𝑟𝑠

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑋
−

𝛿

2 𝜋𝜂𝑡
න

−∞

+∞ 𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝜉
𝑒𝑥𝑝 −

𝑋 − 𝜉 2𝛿2

4𝜂𝑡
𝑑𝜉

⚫ 红色积分中被积函数是连续和有界的，指数函数是正的。因此，按照积分的第一中
值定理，在某一点 Τ𝜕 𝛹1𝛷1 𝜕𝜉  可以从积分中移出来。同时，此积分可以看成是 

Τ𝜕 𝛹1𝛷1 𝜕𝜉 在高斯分布上的平均，该分布在 𝜉 = 𝑋 达到最大值，自 𝜉 = 𝑋 向两侧衰
减。

⚫ 考虑到以上两点，我采用近似，将 Τ𝜕 𝛹1𝛷1 𝜕𝜉 从积分中移出，取其在 𝜉 = 𝑋 点的值，
并乘以 1/2，则红色部分变成

𝛿

2 𝜋𝜂𝑡
න

−∞

+∞ 𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝜉
𝑒𝑥𝑝 −

𝑋 − 𝜉 2𝛿2

4𝜂𝑡
𝑑𝜉

≈
1

2

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑋

𝛿

2 𝜋𝜂𝑡
න

−∞

+∞

𝑒𝑥𝑝 −
𝑋 − 𝜉 2𝛿2

4𝜂𝑡
𝑑𝜉 =

1

2

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑋
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撕裂模方程

⚫ 这样可以得到如下关系式，其中伸展变量 X 已换回到原来的变量 x，

𝜕2𝛿𝛹

𝜕𝑥2 =
𝑚

4𝜂𝑟𝑠

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑥
,

𝜕3𝛿𝛹

𝜕𝑥3 =
𝑚

4𝜂𝑟𝑠

𝜕2 𝛹1𝛷1

𝜕𝑥2

⚫ 将这两个关系式代入撕裂模的第二、三个方程可得

𝜕𝛹1

𝜕𝑡
= 𝜂

𝜕2𝛹1

𝜕𝑥2 + 𝜇0 −
𝑚2

4𝜂𝑟𝑠
2

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑥
𝑥=0

𝑥𝛷1

𝜕3𝛷1

𝜕𝑥2𝜕𝑡
= −𝑆2

𝑚2

4𝜂𝑟𝑠
2

𝜕2 𝛹1𝛷1

𝜕𝑥2 𝛹1 + 𝜇0 −
𝑚2

4𝜂𝑟𝑠
2

𝜕 𝛹1𝛷1

𝜕𝑥
𝑥=0

𝑥
𝜕2𝛹1

𝜕𝑥2
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“常-𝛹”近似

⚫ 类似地，上述方程可以采用“常- 𝛹”近似简化成：

𝜕𝛹1(0, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜂

𝜕2𝛹1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 + ҧ𝜇 𝑡 𝑥𝛷1 𝑥, 𝑡

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑆2 ҧ𝜈(𝑡)

𝜕2𝛷1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 = − ҧ𝜇 𝑡 𝑥
𝜕2𝛹1 𝑥, 𝑡

𝜕𝑥2

⚫ 这里有 

ҧ𝜇 𝑡 = 𝜇0 −
𝑚2𝛹1(0, 𝑡)

4𝜂𝑟𝑠
2

𝜕𝛷1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑥=0

, ҧ𝜈(𝑡) =
𝑚2

4𝜂𝑟𝑠
2 𝛹1

2 (0, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑆2 ҧ𝜈(𝑡)

𝜕2𝛷1(𝑥, 𝑡) 

𝜕𝑥2 = −
ҧ𝜇 𝑡  𝑥

𝜂

)𝜕𝛹1(0, 𝑡

𝜕𝑡
− ҧ𝜇 𝑡 𝑥𝛷1 𝑥, 𝑡
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分离变量方法

⚫ 令流函数 𝛷1 𝑥, 𝑡 = − ҧ𝜇 𝑡 −1 ഥ𝛷(𝑥)𝜕 Τ𝛹1(0, 𝑡) 𝜕𝑡，则上述方程变成

𝑑2 ഥ𝛷

𝑑𝑥2

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑆2 ҧ𝜈(𝑡)

1

ҧ𝜇 𝑡

𝜕𝛹1(0, 𝑡)

𝜕𝑡
= −

ҧ𝜇 𝑡 𝑥

𝜂

𝜕𝛹1 0, 𝑡

𝜕𝑡
1 + 𝑥 ഥ𝛷

⚫ 引入变量变换 t = 𝝉， 𝒙 = ഥ𝜹(𝝉)/𝑿 和函数变换 ഥ𝜱 𝒙 = ഥ𝜹−𝟏(𝝉)𝒀(𝑿)，则有

𝜕

𝜕𝑥
=

1

ҧ𝛿

𝜕

𝜕𝑋
,

𝜕

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝜏
−

𝜕 𝑙𝑛 ҧ𝛿

𝜕𝜏
𝑋

𝜕

𝜕𝑋

⚫ 上面的方程可以分离成以下两个方程

𝜕

𝜕𝜏
+ 𝑆2 ҧ𝜈(𝜏)

1

ҧ𝜇 𝜏

𝜕𝛹1(0, 𝜏)

𝜕𝜏
= −

ҧ𝜇 𝜏 ҧ𝛿4 𝜏

𝜂

𝜕𝛹1 0, 𝜏

𝜕𝜏

𝑑2𝑌(𝑋)

𝜕𝑥2 − 𝑋2𝑌 𝑋 = 𝑋

93



李定 20250708_14:00-17:50 科大3教103, 合肥

分离变量方法

⚫ 第一个方程能够被表示成:

ҧ𝛿 𝜏 =
𝜂

ҧ𝜇 𝜏

𝜕𝛹1 0, 𝜏

𝜕𝜏

−1
𝜕

𝜕𝜏
+ 𝑆2 ҧ𝜈(𝜏)

1

ҧ𝜇 𝜏

𝜕𝛹1(0, 𝜏)

𝜕𝜏

1/4

≈
𝜂

ҧ𝜇2 𝜏

𝜕 ln 𝛹1 0, 𝜏

𝜕𝜏
+ 𝑆2 ҧ𝜈 𝜏

1
4

其中 ҧ𝜇 𝜏 ≈ 𝜇0 −
𝐶0

𝜋𝜂 Τ1 2

𝑆2ഥ𝜈 𝜏

Τ𝜕 ln 𝛹1 0,𝜏 𝜕𝜏+𝑆2ഥ𝜈 𝜏 Τ1 2

𝜕 ln 𝛹1 0,𝜏

𝜕𝜏

⚫ 可以利用内区方程导出参量 ∆ 的表达式

∆ =
1

𝛹1(0, 𝑡)
න

0−

0+
𝜕2𝛹1

𝜕𝑥2
𝑑𝑥 = −

1

ҧ𝜇 𝜏 𝛹1(0, 𝑡)
න

0−

0+
𝑑𝑥

𝑥

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑆2 ҧ𝜈 𝑡

𝜕2𝛷1

𝜕𝑥2

=
1

𝜂

𝜕 ln 𝛹1

𝜕𝑡
න

0−

0+

𝑑𝑥 1 + 𝑥 ഥ𝛷(𝑥) = 𝐶0

ҧ𝛿 𝑡

𝜂

𝜕 ln 𝛹1

𝜕𝑡
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撕裂模的时间演化方程

⚫ 采用渐进匹配条件 ∆= ∆′ ，利用 ҧ𝛿 𝜏  和 ҧ𝜇 𝜏  的表达式可导出撕裂模线性和非线
性阶段的时间演化方程为

𝜕𝛹1

𝜕𝑡

2
4𝜂𝑟𝑠

2

𝑚2

𝜕 𝑙𝑛 𝛹1

𝜕𝑡
+ 𝛹1

2 +
𝜂∆′2

𝜋1/2𝐶0
𝛹1

3
𝜕𝛹1

𝜕𝑡
=

2𝜇0𝑟𝑠𝜂2∆′2

𝑚𝐶0
2 𝛹1

2
4𝜂𝑟𝑠

2

𝑚2

𝑙𝑛 𝛹1

𝜕𝑡
+ 𝛹1

2

1/2

(Linear)    (Rutherford) (New) (Linear)    (Rutherford) 

⚫ 如果略去线性项，此方程回到前面讨论的非线性时间演化情形:

𝜕𝛹1

𝜕𝑡

2

+
𝜂∆′2

𝜋1/2𝐶0
𝛹1

𝜕𝛹1

𝜕𝑡
=

21/2𝑠0𝜂2∆′2

𝑞𝐶0
2 𝛹1.

(Rutherford) (New)
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参量 ∆′ 和不稳定性判据

⚫ 在电阻奇异层的外区，由于比线性项小两个 𝛿 𝑡 量级，非线性项可以忽略，故外区
方程为：

𝑑2𝛹1

𝑑𝑥2 +
1

𝑟

𝑑𝛹1

𝑑𝑟
−

𝑚2

𝑟2 𝛹1 −
𝑚

𝐵𝜃

𝑑𝐽𝑧0/𝑑𝑟

𝑚 − 𝑛𝑞
= 0

⚫ 1978年，J. Wesson 曾给出电流分布为抛物线分布情况下的撕裂模不稳定性示意图。 
[1978, Nucl. Fusion]

⚫ 1981年， H. R. Strauss 基于气球模表象采用大 m（极向模数）近似，导出了一个简
单的参量 ∆′ 的解析表达式。 [1981, Phys. Fluids]

⚫ 1994年，Hegna 和 Callen 使用 1/m 作为渐进小数，将 Strauss 导出的公式推广到有
限 𝜷 和非圆截面磁面的情形。[1994, Phys, Plasmas]
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参量 ∆′的解析表达式

⚫ 1998年, 本人导出了一个参量 ∆′ 的新公式，在大纵横比近似和低比压近似下可以适
用于任意磁剪切位形下的 𝒎 ≥ 𝟐 的撕裂模。

⚫ 在电阻奇异层附近，可以对外区方程的最后一项的分子和分母分别作Taylor展开，
保留不为零的第一项。

𝑑2𝛹

𝑑𝑥2 +
1

𝑟

𝑑𝛹

𝑑𝑟
−

𝑚2

𝑟2 𝛹 −
𝜆

𝑟 𝑟 − 𝑟𝑠
𝛹 = 0

⚫ 这里 𝜆 = −𝑞0
2(𝑟𝑠)𝜎0

′(𝑟𝑠)/𝑞0
′ (𝑟𝑠) = 𝜎0

′(𝑟𝑠)/𝜄′(𝑟𝑠) 。 𝜎0 𝑟 = 𝑟𝐽𝑧0/𝑞0𝐵𝜃 与平衡电流密度 𝐽𝑧0、安全
因子 𝑞0、极向磁场 𝐵𝜃 相关， 𝜄 𝑟 = 1/𝑞0 为旋转变换。

⚫ 令 𝛹 𝑟 = 𝑟𝑚𝑦(𝑟) ，则外区方程可以被简化为
𝑑2𝑦

𝑑𝑟2 +
2𝑚 + 1

𝑟

𝑑𝑦

𝑑𝑟
−

𝜆

𝑟 𝑟 − 𝑟𝑠
𝑦 = 0

D. Li, Phys. Plasmas,  5(5), 1232, 1998.
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求解外区方程

⚫ 在电阻奇异层左边的区域 𝑟 < 𝑟𝑠，令 𝑟 = 𝑟𝑠𝑥, 可以找到方程的一个 Gauss 超几何函数
的解 

𝑌1
𝑖

𝑥 = 2𝐹1(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥)

其中 𝑎 = 𝑚 − 𝑚2 + 𝜆 , 𝑏 = 𝑚 + 𝑚2 + 𝜆, 𝑐 = 2𝑚 + 1。

⚫ 在电阻奇异层右边的区域 𝑟 > 𝑟𝑠, 先令 𝑟 = 𝑟𝑠𝑥, 𝑦 𝑟 = 𝑌 𝑥 = 𝑥−𝑏𝐺(𝑥), 再令 𝑧 = 1/𝑥,

𝐺 𝑥 = 𝑔(𝑧)，可以把方程变成另一个超几何微分方程

𝑧 1 − 𝑧
𝑑2𝑔

𝑑𝑧2 + 2 𝑚2 + 𝜆 + 1 1 − 𝑧
𝑑𝑔

𝑑𝑧
− 𝜆𝑔 = 0

⚫ 此方程的一个解为 Gauss 超几何函数 𝑔 𝑧 = 2𝐹1(𝑏, −𝑎, 𝑏 − 𝑎 + 1, Τ1 𝑥) ，故我们有

𝑌1
𝑜

𝑥 = 𝑥−𝑏
2𝐹1(𝑏, −𝑎, 𝑏 − 𝑎 + 1, Τ1 𝑥)
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外区方程的解

⚫ 通过利用 𝒓 = 𝒓𝒔 处的连续性条件，在 𝒓 = 𝒓𝒔 附近的扰动磁通函数可以表示成

𝜓 𝑟 = 𝜓 𝑟𝑠 𝑥𝑚 ൞

ൗ𝑌1
𝑖

𝑥 𝑌1
𝑖

1 𝑟 < 𝑟𝑠

ൗ𝑌1
𝑜

𝑥 𝑌1
𝑜

1 𝑟 > 𝑟𝑠

    这里 𝛹 𝑟𝑠 无法由线性理论给出。利用下列公式

𝑑

𝑑𝑥 2𝐹1 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥 =
𝑎𝑏

𝑐 2𝐹1 𝑎 + 1, 𝑏 + 1, 𝑐 + 1, 𝑥

2𝐹1 𝑎, 𝑏, 𝑎 + 𝑏, 𝑥 =
Γ 𝑎 + 𝑏

Γ 𝑎 Γ(𝑏)
෍

0

∞
𝑎 𝑛 𝑏 𝑛

𝑛!
2Ψ 𝑛 + 1 − Ψ 𝑎 + 𝑛 − Ψ 𝑏 + 𝑛 − log(1 − 𝑥)

    其中 𝑎 𝑛 = 𝛤(𝑎 + 𝑛)/𝛤(𝑎) ， Ψ 𝑥 = Τ𝑑 ln Γ(𝑥) 𝑑𝑥 是 digamma-psi 函数。
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参量 ∆′ 的解析表达式

⚫ 从前面得到的方程的解，可以导出参量 ∆′ 的解析表达式

∆′=
𝑏

𝑟𝑠
+

𝜆

𝑟𝑠
Ψ 1 − 𝑎 − Ψ 1 + 𝑎

⚫ 使用关系式

 𝛹 1 − 𝑥 = 𝛹 𝑥 + 𝜋cot(𝜋𝑥)

𝛹 1 + 𝑥 = 𝛹 𝑥 + 1/𝑥 

⚫ 可以导出未考虑边界条件的参量 ∆′ 的解析表达式为

∆′= −
𝜋𝜆

𝑟𝑠
𝑐𝑜𝑡 𝜋 𝑚2 + 𝜆 − 𝑚
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参数 ∆′ 和不稳定性判据

⚫ 从参量 ∆′> 0 的撕裂模不稳定性阈值，可以导出不稳定性判据为

𝑞0𝑟𝑠

𝐵𝜃

𝑑𝐽𝑧0/𝑑𝑟

𝑑𝑞0/𝑑𝑟
−

1

4
> 𝑚

⚫ 此判据依赖于平衡电流密度梯度与安全因子梯度及电阻奇异层的位置。

⚫ 在大m极限下，参量 ∆′ 的表达式退回到 Strauss、Hegna 与 Callen 采用大 m 近似
得到的公式，我采用的 λ等效于他们的 2mλ，

∆′= −𝜋(𝜆/𝑟𝑠)𝑐𝑜𝑡(𝜋𝜆/2𝑚)

⚫ 在大m极限下，可以退回到以前几个作者导出的不稳定性判据

𝑞0𝑟𝑠

𝐵𝜃

𝑑𝐽𝑧0/𝑑𝑟

𝑑𝑞0/𝑑𝑟
> 𝑚

⚫ 在 𝝀 = 𝟎 极限下，可以重获著名的 ∆′= −2𝑚/𝑟𝑠 公式。
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考虑边界条件的参量 ∆′

⚫ 考虑边界条件 𝛹 0 = 𝛹 𝑟𝑤 = 0，亦可导出参量 ∆′ 的解析表达式为

⚫ 容易证实，这一项后半部分的分式是 Τ𝑟𝑠 𝑟𝑤 的慢变函数。因此，将这个分式用其在 
Τ𝑟𝑠 𝑟𝑤 = 0 的值，即 Γ(1 + 𝑏)Γ(1 − 𝑎)/Γ(𝑏 − 𝑎) 来代替是个好近似。当 Τ𝑟𝑠 𝑟𝑤 ≤ 1/2 时，

上面的不稳定性判据简化成

−
−

− + −

− −

− + −

−


r

b a

b a

r r

r r

F b a b a r r

F b a r rs

s w

b a

s w

s w

s w

 



( ) ( )

( )

( / )

/

( , , , / )

( , , , / )1 1
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高能量离子对不稳定性判据的影响

⚫ 2011年，蔡辉山等人考虑了高能量离子对撕裂模不稳定性的影响，将动理论与磁流
体力学相结合，导出了参量 ∆′ 的解析表达式

∆′= −
𝜋 𝜆 + 𝜆ℎ

𝑟𝑠
𝑐𝑜𝑡 𝜋 𝑚2 + 𝜆 + 𝜆ℎ − 𝑚

其中 𝜆ℎ = −(𝜒0𝜆/𝐽′𝑧0) σ𝜎 𝜌ℎ𝑚
𝜎 −1𝑑𝛽ℎ

𝜎/𝑑𝑟, 𝜒0 ≤ 1, 𝜌ℎ𝑚
𝜎 表示带有最大能量的高能量离子

的回旋半径, 𝛽ℎ
𝜎 = 𝑝ℎ

𝜎/𝐵0
2 为高能量离子的比压, 𝜎 = + 对应于同向注入的通行离子

（co-CEI） (Circulating Energetic Ions), 而 𝜎 = − 对应于反向注入的通行离子（counter-

CEI）。

⚫ 分析发现，如果高能量离子的动量足够大，同向注入的通行离子能够抑制撕裂模不
稳定性，而反向注入的通行离子则能够促进撕裂模不稳定性的增长。 

Cai et al., PRL 106,075002 (2011)
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线性撕裂模的环耦合

⚫ 物理模型：考虑低  和大纵横比托卡马克中不同螺旋之单模构成的环耦合撕裂模。

⚫ 按照MHD方程解的结构构成本征值问题。根据渐进匹配可以得到一般色散关系的表
达式。可导出环耦合撕裂模的增长率（特征值）和相应的扰动磁通（特征函数）。

⚫ 环耦合通过对理想MHD解的修正起作用。不失一般性，通过分析带有柱分量 𝑚/𝑛 
和  (𝑚 + 1)/𝑛 的环耦合撕裂模增长率的变化趋势可得：

➢ 环耦合对撕裂模有消稳作用。

➢ 即使当环耦合参数相当小时，两个单模增长率的“拍频”也会导致强耦合。

➢ 耦合效应并不显性地依赖于单模 ∆′(𝟎) 的大小，故∆′(𝟎)~𝜺 既非强耦合的必要条件
也非充分条件。

Li & Huo,  PFB 5(10) 3737 (1993)
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线性撕裂模的非线性耦合

⚫ 物理模型：柱位形中带不同螺旋线性撕裂模的非线性耦合。

⚫ 线性撕裂模当其存在时就会通过 𝐯 × 𝐁 感应的电场非线性地耦合在一起。

⚫ 按照线性撕裂模的标准定标，主要通过电阻层中极向扰动磁通的演化方程中对流项
产生非线性耦合。可以通过渐进匹配消去空间变量来导出非线性耦合模扰动磁通的
时间演化方程。

⚫ 满足耦合条件 𝑚 = 𝑚′ ± 𝑚“  和 𝑛 = 𝑛′ ± 𝑛“  的单模可以非线性耦合。非线性耦合效
应取决于撕裂模的相对振幅和非线性耦合参数 𝜶𝒎𝒏 ，后者由各奇异层处的平衡电流
密度梯度的相对斜率决定。

⚫ 通过与其它模的非线性耦合，临界稳定的 Τ𝑚 𝑛 模能够被消稳仅当 𝜶𝒎𝒏 < 𝟎。扰动磁
通包括指数增长和代数演化。后者由非线性耦合引起，当扰动磁通增大时会越发重
要甚至变成主导。

Li & Huo,  PoP 1(2) 315 (1994)
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能量原理

107

⚫ 以理想MHD方程组为出发点，线性
化之后一阶扰动量的微分方程组为

𝜕𝜌1

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ (𝜌0𝒖1) = 0

𝜌0
𝜕𝒖1

𝜕𝑡
= −𝛻𝑝1＋𝑱1 × 𝑩0＋𝑱0 × 𝑩1

𝜕𝑝1

𝜕𝑡
= −𝛾𝑝0𝛻 ⋅ 𝒖1 − (𝒖1 ⋅ 𝛻)𝑝0

𝜕𝑩1

𝜕𝑡
= 𝛻 × (𝒖1 × 𝑩0)

𝑱1 =
1

𝜇0
𝛻 × 𝑩1

⚫ 令相对于流体元平衡位置𝒓0的扰动位
移𝝃 = 𝒓 − 𝒓0为一阶小量，则有

𝒖1 =
𝜕

𝜕𝑡
𝝃(𝒓0, 𝑡)

⚫ 将此式分别代入微分方程组，对时间
积分，可将扰动密度、扰动压强和扰
动磁场均用扰动位移来表示：

𝜌1 = −𝛻 ⋅ (𝜌0𝝃)

𝑝1 = −𝛾𝑝0𝛻 ⋅ 𝝃 − (𝝃 ⋅ 𝛻)𝑝0

𝑩1 = 𝛻 × (𝝃 × 𝑩0)

⚫ 将这些表达式代入运动方程（5.4.8）
式，并利用安培定律，则可得到关于
扰动位移ξ的二阶微分方程：

𝜌0

𝜕2𝝃

𝜕𝑡2 = 𝑭(𝝃)

⚫ 𝑭(𝝃)相当于由扰动位移所引起的作用在单
位流体体积上的力。在适当的边界条件
下解此方程，可确定平衡位形的稳定性。
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能量原理(续)

108

⚫ 𝑭(𝝃) 的表达式为

𝑭(𝝃) = −𝛻𝑝1＋
1

𝜇0
(𝛻 × 𝑩1) × 𝑩0＋

1

𝜇0
(𝛻 × 𝑩0) × 𝑩1

= 𝛻[𝛾𝑝0𝛻 ⋅ 𝝃 + (𝝃 ⋅ 𝛻)𝑝0] +
1

𝜇0
{𝛻 × [𝛻 × (𝝃 × 𝑩0)] × 𝑩0 + (𝛻 × 𝑩0) × [𝛻 × (𝝃 × 𝑩0)]}

⚫根据能量守恒原理，扰动位移引起的系统总能量的变化为零，即动能和位能的变化
之和为零： Τ1 2 𝜌0׬

ሶ𝝃2𝑑𝒓 + 𝛿𝑊 = 0，将上式对时间微商可得 

න𝜌0
ሶ𝝃 ⋅ ሷ𝝃𝑑𝒓 + Τ𝑑𝛿𝑊 𝑑𝑡 = 0

⚫ 利用扰动力方程和函数𝑭(𝝃)的自伴性，即׬ 𝜼 𝑭( 𝝃)𝑑𝒓 = ׬ 𝝃 𝑭( 𝜼)𝑑𝒓可得：

න𝜌0
ሶ𝝃 ⋅ ሷ𝝃𝑑𝒓 = න ሶ𝝃 ⋅ 𝑭(𝝃)𝑑𝒓 =

1

2
න ሶ𝝃 ⋅ 𝑭(𝝃) + 𝝃 ⋅ 𝑭( ሶ𝝃) 𝑑𝒓 =

1

2

𝑑

𝑑𝑡
න𝝃 ⋅ 𝑭(𝝃)𝑑𝒓

——《等离子体物理学》，李定等编著(2006)
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能量原理(续)

109

⚫ 则由方程 𝜌0׬
ሶ𝝃 ⋅ ሷ𝝃𝑑𝒓 + Τ𝑑𝛿𝑊 𝑑𝑡 = 0 可得扰动位能的变化为

𝛿𝑊 = −
1

2
න𝝃 ⋅ 𝑭(𝝃)𝑑𝒓

⚫ 从直观上来说，线性系统在力𝑭(𝝃)的方向上作位移𝝃时，所做的功为𝝃 ⋅ 𝑭(𝝃)/2。根据能
量守恒原理，这个功只可能是以消耗位能为代价，因此可得此方程。

⚫ 假设等离子体边界为理想导电壁，因此在边界上垂直位移 𝜉𝑛 = ෝ𝒏 ⋅ 𝝃 = 0。将𝑭(𝝃) 的
表达式代入上述方程，可得等离子体内部扰动位能变化的表达式：

𝛿𝑊𝑝 =
1

2
න

𝑉

𝑑𝒓 {𝛾𝑝0 𝛻 ⋅ 𝝃 2 + 𝛻 ⋅ 𝝃 (𝝃 ⋅ 𝛻𝑝0) ቋ+
1

𝜇0
𝛻 × (𝝃 × 𝑩0) 2 −

1

𝜇0
[𝝃 × (𝛻 × 𝑩0)] ⋅ 𝛻 × (𝝃 × 𝑩0)

此项恒正
流体可压缩性
的稳定作用

此项大多负
压强梯度驱动的

不稳定性

此项恒正
磁张力的
稳定作用

此项可负
电流驱动的
不稳定性
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能量原理(续)
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⚫ 如果考虑等离子体边界为真空区，这扰动位能除了上页所示的 𝛿𝑊𝑝 外，还有等离子
体表面的部分

𝛿𝑊𝑎 = −
1

2
ර 𝑑𝒔 ⋅ [(𝛾𝑝0𝛻 ⋅ 𝝃 + 𝝃 ⋅ 𝛻𝑝0)𝝃 +

1

𝜇0
(𝑩1 ⋅ 𝝃)𝑩0 −

1

𝜇0
(𝑩1 ⋅ 𝑩0)𝝃]

⚫ 利用磁场和压强的边界条件，可将 𝛿𝑊𝑎 分成界面上的扰动位能（表示稳定性取决于
界面内外的势能差）

𝛿𝑊𝑆 = −
1

2
න𝑑𝑠 𝝃 ⋅ 𝒏

2

𝛻𝑛 𝑝0 +
𝐵0

2

2𝜇0
−

𝐵0𝑣
2

2𝜇0

和真空区中的扰动位能（代表环绕等离子体之真空磁场的势能，总是起稳定作用）

𝛿𝑊𝑉 =
1

2
න 𝑑𝒓

𝐵0𝑣
2

2𝜇
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能量原理(续)
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⚫ 有了扰动位能的一般表达式，对于具体问题，在已知平衡位形的情况下，如果能找
到一种位移扰动 𝝃(𝑟, 𝑡)，使得 𝛿𝑊 < 0，则可以判断对应的等离子体系统是不稳定的。
但问题在于如何选取一个位移扰动 𝝃(𝑟, 𝑡) 使得 𝛿𝑊 < 0？

⚫ 因为使得 𝛿𝑊 最负的扰动是最不稳定的扰动，可以采用逐步挑选 𝝃(𝑟, 𝑡) 使 𝛿𝑊 不断
极小化的方法来求出尽可能低的扰动位能。当这个位能的极小值 𝛿𝑊 < 0 时，相应
的 𝝃(𝑟, 𝑡) 就是使系统不稳定的扰动位移。

⚫ 这表明，寻求使得 𝛿𝑊 < 0 的扰动位移 𝝃(𝑟, 𝑡) 的问题，可以看做寻找泛函 𝛿𝑊(𝜉, 𝜉) 的
变分极值问题。

𝛿𝑊 < 0

𝛿𝑊 > 0
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直线箍缩等离子体柱的不稳定性

112

⚫ 为方便起见，采用另一种物理直观更明显的扰动位能表达式

𝛿𝑊𝑝 =
1

2
න

𝑉

𝑑𝒓 ቈ
1

𝜇0
𝑩1⊥

2

+
𝐵0

2

𝜇0
𝛻 ⋅ 𝝃⊥ + 2𝝃⊥ ⋅ 𝜿 2 + 𝛾𝑝0 𝛻 ⋅ 𝝃 2

቉−
𝑱0 ⋅ 𝑩0

𝐵0
2 (𝝃⊥

∗ × 𝑩0) ⋅ 𝑩1⊥ − 2(𝝃 ⋅ 𝛻𝑝0)(𝝃⊥
∗ ⋅ 𝜿)

⚫ 被积函数中第一项恒正，代表磁张力的稳定作用；第二项也恒正，代表流体可压缩
性和磁场共同的稳定作用；第三项也恒正，代表流体可压缩性的稳定作用；第四项
在有时是负的，可导致平行电流驱动的不稳定性，即扭曲模；第五项有时是负的，
可产生压强梯度和磁场曲率共同驱动的不稳定性，即交换模。

⚫ 考虑Z箍缩。通过等离子体柱（半径为a，长度为L）的纵向电流会在柱面上产生角
向磁场，假定等离子体的边界为理想导电的金属壳，则有𝛿𝑊 = 𝛿𝑊𝑝，边界上没有扰
动，不稳定性只在内部发生，通常称之为内模。由于这里 𝑱0 ⋅ 𝑩0 = 0，没有平行电
流驱动的扭曲模，而只可能有压强梯度和磁场曲率共同驱动的交换模。
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直线箍缩等离子体柱的不稳定性

113

⚫ 在柱坐标中，磁流体在 z 方向是均匀的，在 𝜃 方向有周期性，故可令试探函数的形
式为

𝝃(𝒓) = 𝝃(𝑟) 𝑒𝑥𝑝[ 𝑖(𝑚𝜃 + 𝑘𝑧)]

⚫ 其中 𝑚/𝑟 = 𝑘𝜃为极向波数，k为轴向波数。通常利用不可压缩性作为使𝛿𝑊𝑝极小化
的首选途径。即利用不可压缩条件𝛻 ⋅ 𝝃 = 0来挑选与磁场平行方向的扰动𝜉∥。由

𝛻 ⋅ 𝝃 = 𝛻⊥ ⋅ 𝝃 + 𝛻∥ ⋅ 𝝃∥ =
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜉𝑟) + 𝑖𝑘𝜉𝑧 +

𝑖𝑚

𝑟
𝜉𝜃 = 0

⚫ 当 𝑚 ≠ 0 时，可得

𝜉∥ = 𝜉𝜃 =
𝑖

𝑚

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜉𝑟) + 𝑖𝑘𝑟𝜉𝑧

⚫ 当 𝑚 = 0 时，则有

𝛻 ⋅ 𝝃 = 𝛻⊥ ⋅ 𝝃 =
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜉𝑟) + 𝑖𝑘𝜉𝑧
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𝒎 ≠ 𝟎 内交换模
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⚫ 当 𝑚 ≠ 0 时，取 𝛻 ⋅ 𝝃 = 0，并考虑到 𝑱0 ⋅ 𝑩0 = 0，在完成对 𝜃 和 z的积分之后，扰动
位能表达式变成

𝛿𝑊𝑝 = 𝜋𝐿 න𝑟𝑑𝑟
1

𝜇0
𝑩1⊥

2 +
𝐵𝜃

2

𝜇0
𝛻 ⋅ 𝝃⊥ + 2𝝃⊥ ⋅ 𝜿 2 − 2(𝝃 ⋅ 𝛻𝑝0)(𝝃⊥

∗ ⋅ 𝜿)

⚫由 𝜿 = 𝒃 ⋅ 𝛻𝒃 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝒆𝜃) = −

1

𝑟
𝒆𝑟，𝝃⊥ ⋅ 𝜿 = −

𝜉𝑟

𝑟
,  𝛻⊥ ⋅ 𝝃 =

1

𝑟
(𝑟𝜉𝑟)′ + 𝑖𝑘𝑟𝜉𝑧 ，𝑩1 = 𝛻 × (𝝃 × 𝑩0) 可得

𝐵1𝑟 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝝃⊥ × 𝑩𝜃)𝑧 =

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝜉𝑟𝐵𝜃) = 𝑖

𝑚

𝑟
𝜉𝑟𝐵𝜃，𝐵1𝑧 = −

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝝃⊥ × 𝑩𝜃)𝑟 =

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝜉𝑧𝐵𝜃) = 𝑖

𝑚

𝑟
𝜉𝑧𝐵𝜃

⚫ 则上面的扰动位能表达式变成

𝛿𝑊𝑝 = 𝜋𝐿 න
0

𝑎

𝑟𝑑𝑟 ൝
𝑚2

𝜇0𝑟2 𝐵𝜃
2 𝜉𝑟

2 + 𝜉𝑧
2 +

2

𝑟

𝑑𝑝0

𝑑𝑟
𝜉𝑟

2

ൡ+
𝐵𝜃

2

𝜇0
𝑟2

𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟

𝑟

2

+ 𝑘2 𝜉𝑧
2 + 𝑖𝑘𝑟

𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟
∗

𝑟
𝜉𝑧 − 𝑖𝑘𝑟

𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟

𝑟
𝜉𝑧

∗
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⚫ 对于 𝛿𝑊𝑝 = 𝜋𝐿 0׬

𝑎
𝑟𝑑𝑟 𝐼(𝜉𝑟 , 𝜉𝑧) ，其被积函数 𝐼(𝜉𝑟 , 𝜉𝑧) 是 𝜉𝑧 的多项式，可以通过求极值的

方法来使 𝛿𝑊𝑝 极小化。

𝜕𝐼

𝜕𝜉𝑧
=

𝐵𝜃
2

𝜇0

𝑚2

𝑟2 𝜉𝑧
∗ + 𝑘2𝜉𝑧

∗ + 𝑖𝑘𝑟
𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟
∗

𝑟
= 0

注意 𝜉𝑧
∗ 和 𝜉𝑧 是相互独立的变量。则可求得极值点

𝜉𝑧
∗

𝑚𝑖𝑛 = −
𝑖𝑘𝑟3

𝑚2 + 𝑘2𝑟2

𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟
∗

𝑟
𝑚𝑖𝑛

⚫ 将其代入 𝐼(𝜉𝑟 , 𝜉𝑧)，并利用这两个方程之共轭
𝑚2

𝑟2 𝜉𝑧 + 𝑘2𝜉𝑧 − 𝑖𝑘𝑟
𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟

𝑟
= 0

𝜉𝑧 𝑚𝑖𝑛 =
𝑖𝑘𝑟3

𝑚2 + 𝑘2𝑟2

𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟

𝑟
𝑚𝑖𝑛
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⚫ 即可得 𝐼(𝜉𝑟 , 𝜉𝑧) 之极小值

𝐼𝑚𝑖𝑛 =
𝐵𝜃

2

𝜇0

𝑚2

𝑟2 +
2

𝑟

𝑑𝑝0

𝑑𝑟
𝜉𝑟

2 +
𝑚2𝐵𝜃

2𝑟2

𝜇0(𝑚2 + 𝑘2𝑟2)

𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟

𝑟

2

⚫ 注意到 𝑘2 出现在分母中，故可令 𝑘2 → ∞（即最小波长）来使 𝛿𝑊𝑝 进一步极小化。这
就是寻求最不稳定的扰动使得 𝛿𝑊𝑝 最负。当第二项趋于零时，𝛿𝑊𝑝 的表达式变成

𝛿𝑊𝑝 = 𝜋𝐿 න
0

𝑎

𝑟𝑑𝑟 𝐼𝑚𝑖𝑛, 𝑘→∞ = 𝜋𝐿 න
0

𝑎 𝑑𝑟

𝑟

𝑚2𝐵𝜃
2

𝜇0
+ 2𝑟

𝑑𝑝0

𝑑𝑟
𝜉𝑟

2

⚫ 当 𝛿𝑊𝑝 < 0，直线箍缩等离子体柱出现不稳定，故 𝑚 ≠ 0模的不稳定性判据为

𝑚2𝐵𝜃
2

𝜇0
+ 2𝑟

𝑑𝑝0

𝑑𝑟
< 0

⚫ 第一项恒正，代表磁张力的致稳作用，第二项当 Τ𝑑𝑝0 𝑑𝑟 < 0 时，代表压强梯度的退
稳作用，系统稳定与否则取决于两者竞争的结果。这种不考虑边界扰动的由压强梯
度驱动的不稳定性称之为 𝑚 ≠ 0 的内交换模。
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⚫ 由平衡条件可知
𝑑𝑝0

𝑑𝑟
= −

𝐵𝜃

𝜇0𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝐵𝜃)

⚫ 代入上页的不稳定性判据则有
𝑟2

𝐵𝜃

𝑑

𝑑𝑟

𝐵𝜃

𝑟
>

1

2
(𝑚2 − 4)

⚫ 对于直线箍缩等离子体来说，一般情况下 𝐵𝜃/𝑟 是 𝑟 的递减函数，故上式之左边为负，
只有 𝑚 = 1 的模能满足上述不稳定性的判据。

⚫ 𝑚 = 1内交换模不稳定性的物理图像如图所示。当
等离子体柱由于初始扰动产生弯曲时，在弯曲部
位凹侧的磁场就会增强而凸侧的磁场则会减弱。
即凹侧的致稳作用变强而凸侧的致稳作用变弱，
这使得凸侧的扰动向增大的方向发展，等离子体
柱将更加弯曲。
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⚫ 当 𝑚 = 0 时，𝛻 ⋅ 𝝃 = 𝛻⊥ ⋅ 𝝃，𝜇0
−1 𝑩1⊥

2 = 0，并考虑到 𝑱0 ⋅ 𝑩0 = 0，在完成对 𝜃 和 z 的积分
之后，扰动位能表达式变成

𝛿𝑊𝑝 = 𝜋𝐿 න𝑟𝑑𝑟
𝐵𝜃

2

𝜇0
𝛻 ⋅ 𝝃⊥ + 2𝝃⊥ ⋅ 𝜿 2 + 𝛾𝑝0 𝛻 ⋅ 𝝃⊥

2 − 2(𝝃 ⋅ 𝛻𝑝0)(𝝃⊥
∗ ⋅ 𝜿)

= 𝜋𝐿 න
0

𝑎

𝑟𝑑𝑟 ൝
𝐵𝜃

2

𝜇0
𝑟2

𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟

𝑟

2

+ 𝑘2 𝜉𝑧
2 + 𝑖𝑘𝑟

𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟
∗

𝑟
𝜉𝑧 − 𝑖𝑘𝑟

𝑑

𝑑𝑟

𝜉𝑟

𝑟
𝜉𝑧

∗

ൡ+ 𝛾𝑝0

1

𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜉𝑟)

2

+ 𝑘2 𝜉𝑧
2 + 𝑖𝑘𝜉𝑧

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜉𝑟

∗) − 𝑖𝑘𝜉𝑧
∗

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜉𝑟) +

2

𝑟

𝑑𝑝0

𝑑𝑟
𝜉𝑟

2

⚫ 类似地，通过对被积函数 𝐼(𝜉𝑟 , 𝜉𝑧) 求极值的方法可得

𝛿𝑊𝑝 = 𝜋𝐿 න
0

𝑎

𝑟𝑑𝑟 𝐼 න
0

𝑎 𝑑𝑟

𝑟

4𝛾𝑝0𝐵𝜃
2/𝜇0

(𝐵𝜃
2/𝜇0 + 𝛾𝑝0)

+ 2𝑟
𝑑𝑝0

𝑑𝑟
𝜉𝑟

2
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⚫ 当𝛿𝑊𝑝 < 0，直线箍缩等离子体柱出现不稳定，故 𝑚 = 0 模的不稳定性判据为

2𝛾𝑝0𝐵𝜃
2/𝜇0

(𝐵𝜃
2/𝜇0 + 𝛾𝑝0)

+ 𝑟
𝑑𝑝0

𝑑𝑟
< 0

⚫第一项恒正，代表磁张力和压强共同的致稳作用，而第二项当压强梯度为负时，代
表压强梯度的退稳作用，系统稳定与否取决于这两者竞争的结果。这种不考虑边界
扰动的由压强梯度驱动的不稳定性是 𝑚 = 0 的内交换模，通常称之为腊肠模。

⚫ 腊肠模不稳定性的物理图像如图所示。当等离子体柱
由于初始扰动变细时，由于等离子体总电流不变，变
细部分的电流密度就会变大，导致其附近向内的磁压
增大，更趋变细，而压强梯度则由于等离子体柱变细
而增大，使得扰动向增大的方向发展。这种正反馈式
的驱动机制最终会使得等离子体柱被截断而崩溃。
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结   论

⚫ 介绍了磁流体力学理论，包括不稳定性分类、磁流体力学方程组和磁流体力
学描述方法。

⚫ 以 Rayleigh-Taylor 不稳定性为例，介绍了如何利用微扰论分析了流体重力、
磁场和剪切流对 Rayleigh-Taylor 不稳定性的影响。

⚫ 以撕裂模不稳定性为例，介绍了如何利用边界层理论分析线性撕裂模不稳定
性、非线性撕裂模不稳定性，包括 Rutherford 模型、以及本人建立的撕裂模
线性和非线性的统一模型。

⚫ 前人已导出撕裂模不稳定性判据的一些解析表达式。我们导出的不稳定性判
据在极限情况下可涵盖前人的结果，并扩展到包括高能量粒子的影响。
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讨   论

⚫ 惯性约束聚变中如何抑制Rayleigh-Taylor烧蚀不稳定性的影响依然是个挑战，
例如，如何从理论上推导出Takabe经验公式？

⚫ 目前关于撕裂模的演化仍然没有超出准线性模型的理论。Rutherford模型、
white的饱和模型都不是真正意义上的非线性模型。仍然缺少撕裂模的非线性
模型。

⚫ 即使是针对单模的非线性发展，解析地导出非线性演化方程也非常困难。本
人只研究过多个线性模的非线性耦合。而解析多个非线性模的非线性相互作
用则更加困难。

⚫ white的撕裂模饱和模型只有在考虑电阻率有径向分布时有效，若假定电阻率
为常数，则仍然缺少饱和机制。值得考虑电流密度分布变化导致的电阻层位
移，这有可能影响撕裂模的非线性增长和非线性饱和。
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李定2025.03.13图源：黄山旅游
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